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2. Krogelne koordinate

Vecina nalog iz anten in razsirjanje valov zahteva obravnavo v treh
dimenzijah prostora. Tako skalarne kot tudi vektorske veli€ine so funkcije
¢asa in vseh treh dimenzij prostora. Ozkopasovne signale B << f radia
najvecCkrat smemo v izraCunih ponazoriti s harmonskim signalom ene same
krozne frekvence w=2m f , kar poenostavi €asovne odvode v
olot=jw .

Racunanje s skalarnimi in vektorskimi funkcijami treh dimenzij prostora
je mogocCe poenostaviti s koordinatnim sistemom, ki ima naslednje lastnosti:
1) tri dimenzije (3D),

2) pravokotnost med koordinatnimi osmi (pravokotni) in

3) vgrajeno pravilo desnega vijaka (desnosucni).

Od primernih koordinatnih sistemov je najpreprostejSi karteziCni koordinatni
sistem:

KarteziCne koordinate Komponente
. ) A=(A4,,A4,,4,)=1,4+1 4 +1 4,
i Skalarni produkt A-B= A.B.+A,B +A_B.
3D:(x,y,z) S - o
1. I B U G
—oo<x[m]<+oo Y Vektorski produkt AXB= A, A, A,
_oo<y[m}<+oo _fx Bx By Bz
—o0<z[m|<+o0 - - )
- Odvajanje V=1 o +1
Desnosucni r . *ox Yoy ‘o0z
T U7 7 z
1 X1, =1, Y .
> 1, 1, 1,
Vitincenje totF=V xF=-9. 0 0
X / 6x Dy 0z
Yoo F., F, F,
¥ - . OF, 0F, OF
/ Izvornost divF=V -F=——+—2+—=
ox Oy Oz
Pravokotni ) . =0T - 0T - oT
TxLlyLTlex Smerni odvod gradT—VT—lxax+1yay+IZaZ

Kartezi¢ni koordinatni sistem ima tri ravne koordinatne osi. Vse tri
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koordinatne osi imajo merske enote razdalje, obi¢ajno so to metri [m] .
Odvajanje po koordinatah torej pomeni neposredno odvajanje po razdaljah.
Spostovanje vrstnega reda pisanja koordinat (x, y,z) ohranja
desnosucnost.

Posebnost kartezicnega koordinatnega sistema so konstantni enotni
smernivektorji 1 _, 1 in 1_,kisoneodvisniod poloZaja v prostoru

y

F=(x,y,z) .Priraunanju odvodov se smermiki 1., 1, in I,

karteziCnega koordinatnega sistema obnasajo kot konstante, kar znatno
poenostavi raCunanje.

Odvajanje vektorskih in skalarnih funkcij v prostoru lahko zapiSemo z
operatorjem 'V (nabla), ki ima v karteziénih koordinatah preprost zapis.
Vrtin€enje vektorskega polja tedaj raCunamo kot vektorski produkt

rot F (7#)=V X F(¥) , izvornost vektorskega polja kot skalarni produkt
div F (7)=V-F(7) insmerni odvod skalarnega polja kot produkt vektorja
odvajanja s skalariem grad 7 (7)=V T (7) .

Kartezicni koordinatni sistem uporabimo tudi za opis oziroma definicijo
vseh drugih 3D, pravokotnih in desnosucnih koordinatnih sistemov. Kartezicni
koordinatni sistem pogosto uporabljamo kot vmesno stopnjo pri pretvorbi
poljubnega koordinatnega _g,istem_g Y drug_:clc“:en poljubni koordinatni sistem.

Konéno, ker so smerniki 1, ly in 1, kartezinega koordinatnega

sistema konstantni vektorji, z njihovo pomocjo najbolj preprosto raCunamo
odvode smernikov drugih koordinatnih sistemov.

KarteziCni koordinatni sistem zal ni najprimernejSi za opis toCkastih virov
valovanja, na primer katerekoli antene na velikih razdaljah »>d .Za
takSno nalogo je najprimernejSi krogelni koordinatni sistem. Najbolj znan
krogelni koordinatni sistem je zemljepisni koordinatni sistem. Koordinate
zemljepisna dolzina A [°] , zemljepisna irina ¢[°] in nadmorska vigina

h[m] tvorijo v zaporedju (A, %) 3D, pravokotni in desnosuéni
koordinatni sistem.

Zemljepisni koordinatni sistem ima nekaj pomanjkljivosti. Zapis
koordinat v stopinjah [°] prinada nerodnosti pri odvajanju kotnih funkcij.
Nadmorski viSini je treba vsaj pristeti polmer Zemlje, Ce slednjo smemo
poenostaviti kot kroglo s polmerom R,~6378km .

Pri antenah pogosteje uporabljamo krogelni koordinatni sistem
(r,©,d) ,kierje r[m] oddaljenost od izhodi§&a v enotah razdalje
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(metri), O[rd] je polarna razdalja (kot) v radianihin ®[rd] je
zemljepisna dolZina (kot) v radianih. Krogelne koordinate, pisane v zaporedju
(r,@), (I)) , tvorijo 3D, pravokotni in desnosucni koordinatni sistem:

Krogelne koordinate (te¢aj z) Pretvorba (r,0,®)=>(x,y,z)
A x=rsin®cos P
z y=rsinOsin O
z=rcos®
3D=(r,0,®) _f 1n®COS(I)+1®COS®COS(D—lq)Sln(I)

=1, 1n®smCI)+l@cos®smd)+1q,cos<1>

—

0<r[m]<+o
IZ=1rcos®—1@sm®

0<0[rd]<m
0<P[rd]|<2m

0<O<m = sin®=0

p=Vx"+y’ ~

P Pretvorba (x,y,z)>(r,0,®)
1)) I":\m
G):arccos(z/\/x2+y2+zz)
X b= arctan(y/x) (kvadranﬁ)

. _fr _f sin ® cos P+ 1 s1n®sm<1)+1 .cos©®
Pravokomi 1,11eLl1e L1, T _f os®cosCI>+1 cos@smCI)—l .sin®
Desnosucni TFXTQZTq, 1 =—1 smCI)+1 .cosd

Severni teCaj ©®=0 krogelnega koordinatnega sistema najpogosteje
izberemo v smeri osi +z karteziCnega koordinatnega sistema. Ekvatorialna
ravnina krogelnega koordinatnega sistema ©O=mx/2 tedaj ustreza ravnini

xy oziroma z=0 kartezicnega koordinatnega sistema. Oddaljenost od
izhodis¢a >0 vzamemo vedno pozitivho ali enako ni€. Polarna razdalja
se giblie vmejah 0<®<m od severnega do juznega tecaja.

Vsi krogelni koordinatni sistemi so krivoCrtni koordinatni sistemi.
Poldnevniki in vzporedniki so krozni loki. Vsi trije smerni vektorji T,ﬂ : TQ
in T(D pri premikanju vzdolz poldnevnikov oziroma vzporednikov
spremlnjajo svojo smer! Smernike krogelnega koordinatnega sistema Tr ,
1@ in 1 kot tudi obojestransko povezavo s smerniki kartezichega
koordinatnega sistema Tx , 1 in _fZ je zato smiselno zapisati s kotnimi

y
funkcijami polarne razdalje ©[rd]| in zemljepisne dolzine ®[rd] .
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Ker smerniki krogelnega koordinatnega sistema 1, , 14 in T(b
niso konstante, operator odvajanja V nima preprostega zapisa v krogelnih
koordinatah. Polegtega V odvaja po razdaljah, koordinati ®[rd]| in

®[rd] pa nimata merskih enot razdalje! Pri izradunu odvodov v poljubnem
krivoCrtnem koordinatnem sistemu (ql’qz’%) si pomagamo z Laméjevimi

koeficienti oziroma faktorji skale 7, , /7, in h; :

2

0x
ac]i

i=1,2,3

2 2

N o0y N 0z
09, 04,

Krogelne koordinate (r,0,®) h =1 hy=r[m/trd] hy=rsin®[m/rd]

7

Laméjevi koeficienti (ql’qz,%) hl:\/

Smerni odvod

radr=1,+ 954 L0T,5 108 5ol 100,35 1 oF
2 “"h oq, “h,0q, “hyoq, "or °ro® Trsin® oD
- olh,hyF|) O(h hF,) O(h h,F
Izvornost  div F'= 1 (Bl 1)+ (huthy 2)+ Unnhy Fs) =
hyhyhy 04, 09, 045
_10(FF) 1 3(sin®Fe) 1 aF,
2 Or 7sin © 00 rsin® 0@
Vrtincenje
mi, hi, hi, 1. rle rsin®I,
rot F = L 0 0 o |-_1 |8 o _0
2 .
hihyhs| Oq, 0q, dq;| r'sin®|0r 00O oD
iy gy I i F, rFe rsin®F,

Odvajanje v krogelnih koordinatah

V krogelnih koordinatah (r, O, CI)) jesamo /,=1 neimenovana
konstanta. Ostala dva Laméjeva koeficienta /4y in &, sta funkciji
koordinat in imata merske enote [m/rd| , da pretvarjata radiane v metre.

Pretvorba merskih enot zadoScCa pri izraCunu smernega odvoda. Pri
izraCunu izvornosti moramo odvajati tudi spreminjanje ploskvic v krivoC€rtnih
koordinatah, pri izraCunu vrtin€enja pa spreminjanje razdalj v krivoCrtnih
koordinatah. Pri izraCunu izvornosti in vrtin€enja v krogelnih koordinatah zato
odvajamo tudi Laméjeve koeficiente.

Pri praktiCni uporabi krogelnih koordinat skuSamo zasukati koordinatni
sistem tako, da je naloga rotacijsko simetriCna okoli osi z oziroma
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neodvisna od zemljepisne dolzine 0/0®=0 . Racunanje se v tem primeru
poenostavi v 2D nalogo koordinat (r, @) . Rotacijska simetrija pri tem ne

preprecuje, da vektorske veli¢ine nimajo komponent vseh treh smereh 1 |
lg in T(D , le odvisnosti od tretje koordinate ni.

Inzenir reSuje komplicirano nalogo tako, da jo razstavi v ve€ manjSih in
preprostejSih nalog. ReSitve slednjih na koncu sestavi v skupni rezultat.
Vecina preprostih nalog iz anten ima rotacijsko simetrijo, kar upoStevamo pri
izbiri teCaja krogelnega koordinatnega sistema. Izbrani krogelni koordinatni
sistem zal najvecCkrat ne ustreza konCnemu skupnemu rezultatu, ki mogoce
nima nobene rotacijske simetrije.

Resevanje sestavljenih nalog iz anten zahteva uporabo vec¢ razli¢nih
krogelnih koordinatnih sistemov, ki imajo veCinoma sicer vsi skupno
izhodisSCe, ampak razliCne te€aje. TehniCno zanimivi zgledi imajo osi
rotacijske simetrije postavljene pod pravim kotom. RaCunanje torej potrebuje
do tri razlicne krogelne koordinatne sisteme, ki imajo teCaje v smeri osi x
oziroma ) oziroma z

Postopek resevanja opisanih nalog je naslednji. Krogelni koordinatni
sistem (r, CH (I)) najprej zasukamo tako, da teCaj ustreza osi simetrije

preproste antene. Preprosto nalogo reSimo v tem koordinatnem sistemu.
Anteno nato zasukamo tako, kot to zahteva konCna resitev sestavljene
naloge. IzraCunano resitev pretvorimo iz zaCasnih koordinat v dokon¢ne
koordinate.

Za reSevanje prakti¢nih antenskih nalog je smiselno definirati dva nova
krogelna koordinatna sistema (r,@x, CI)X) in (r, O, CI)y) S severnim
teCajem v smeriosi x oziroma y .V kartezicnih koordinatah opiSemo isto
s ciklinim zamikom koordinat (x,y,z) v (y,z,x) oziromav

(z, X, y) , kar ohranja desnosucnost!

Krogelni koordinatni sistem (r,@)x, (I)x) ima severni te€aj v smeri osi
+x in ekvatorialno ravnino )z oziroma x=0 . Polarno razdaljo
O, [rd] merimoodosi +x dosmeri 7 ,zemljepisno dolzino @ [rd]
paodosi +) doprojekciie 7 naravnino yz :
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Krogelne koordinate - te¢aj x Pretvorba (r,0_,® )>(r,0,®)
%, cos@xzﬁzsinG)coscb
r
. \/yZ+Z2 . 2 2
sin® = =y1—sin’@cos’
r
_ Yy _ snOsin®
cosCDX—\/zz—\/_.2 5
y+z 1 —sin"®cos P
2 2
\/y +z ) oz cos ®
sin® = —— — =
\/y +z \/l—sm Ocos P
Y
~ Smerniki
(r,0,,d) 1,=1,
0<r[m]<+oo 7 _—_1>®c0s®cos(1>+_1>¢sin<b
0<0,[rd|<m > \V1—sin’>@cos’®
0<® [rd]<2m
—I»(D :—T@sinCI)—Tq)COSGCOSCD

0<0 <mn = sin®x=\/1—sin2®coszcl>20 Ry
Za koordinate (r, Q. CI)X) veljajo popolnoma enake zahteve kot za
obiCajne krogelne koordinate (r, O, CI)) , le smer teCaja je drugacna.

Koordinata » in pripadajo¢i smernik 1 sta popolnoma enaka v vseh
krogelnih koordinatnih sistemih s skupnim izhodiS€em.

Pretvorba resitve iz koordinat (7,0, ®,) v koordinate (r,0, CI))
torej zahteva le pretvorbo kotov ©, in P, ter pripadajogih smernikov
_I’QY in _fcp v pripadajocCe veliCine ciljnega koordinatnega sistema. Ker
poznamo oboje-smerno povezavo obeh krogelnih koordinatnih sistemov
(r,0,,®,) in (r,0,®) s kartezi¢nim koordinatnim sistemom
(x, y,z) , koordinate in smernike v vmesnem koraku pretvorimo v
pripadajoCe karteziCne veliCine.

Rezultat antenske naloge (r,@x, (Dx) je obiCajno izrazen s kotnimi
funkcijami sin®_ , cos®_ , sin®_ in cos® , zato je smiselno izraziti

slednje s kotnimi funkcijami sin® , cos® , sim® in cos®d ciljnih
koordinat (7,0, d) . Obmogje krogelnih koordinat zahteva

sin ®x=\/1—sin2@ cos’®=>( , torej predznak korena ni vprasljiv! Podobno
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je smiselno izraziti smernika 1g in 1g; ssmernikoma 1, in 1, ,saj

leZijo vsi Stirje omenjeni smerniki v isti ravnini, pravokotni na smer 1 !
Krogelni koordinatni sistem (r,®y, (I)y) ima severni teCaj v smeri osi
+y in ekvatorialno ravnino xz oziroma y=0 . Polarno razdaljo
©,[rd] merimoodosi +y dosmeri 7 ,zemliepisno dolzino @ [rd]
paodosi +z doprojekcije 7 naravnino xz :

Krogelne koordinate - teGaj y Pretvorba (r,©,,® )>(r,0,®)
“Z ) cos®y:%:sin®sincb
_f L ) x+z° ST
9, s1n®y= :\/l—sm Osin”d
y r
R . cos® =2 — cos®
P — =
D lqn . \/x2+z2 \/1—sin2®sin2(I)
y : _ X _ sin®cos®
r qu)y_ 2. 2 2 2
— \/x +z \/l—sin Osin”
\/x +z o
Yy y‘
Smerniki
3D=(r,0,, P =1,
0<r[m]<+oo 7 _ —TcosOsin®—14cos P
d 0<0,[rd]<n ® V1—sin’ O sin’®
0<® [rd]<2x
7 = T@cosCD—_fq, cos ®sin O
Os@ys:rc -> sin®y=\/l—sin2®sin2d>20 ® \/l—sin2®sin2®

-

Koordinata r in pripadajo¢i smernik 1, sta popolnoma enaka v
vseh krogelnih koordinatnih sistemih s skupnim izhodisCem (r, Q., (Dx) ,
(r,0,,®,) in (r,0,d) .Kotne funkcije sin®, , cosO®, , sind,
in cos®  koordinat (r,®y,<I)y) je smiselno izraziti s kotnimi funkcijami
sin® , cos® , sin® in cos® ciljnih koordinat (r,@,d)) .

Obmocgje krogelnih koordinat zahteva sinG)y:Jl—sinZ@sinzCI)zO ;
torej predznak korena ni vprasljiv! Podobno je smiselno izraziti smernika
lg in 1, ssmemikoma 1, in 1, ,sajleZijo vsistirje omenjeni
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smerniki v isti ravnini, pravokotni na smer 1, !

4

Koncno, ko reSevanje naloge zahteva dva razlicna krogelna
koordinatna sistema z razlicnima izhodiS€ema, je edina smotrna pot
preradunavanje preko vmesnih kartezi¢nih koordinat (x, y, z)

* % k% % %



