1. Uvod v elektrodinamiko

Vse do 19. stoletja fizika ni poznala povezav med navidez razli¢nimi
elektri¢nimi pojavi, magnetnimi pojavi in svetlobo. André-Marie Ampére
(1826) in Michael Faraday (1831) sta odkrila povezavi med elektri¢nimi in
magnetnimi pojavi v obe smeri. James Clerk Maxwell (1861) je vse dotedanje
znanje o elektriki in magnetiki zdruZil v slovite enacbe, ki danes nosijo
njegovo ime. Maxwell je iz svojih enacb napovedal tudi elektromagnetno
valovanje oziroma povezavo med elektri¢nimi in magnetnimi pojavi ter
svetlobo, kar je Heinrich Rudolf Hertz potrdil s poskusi leta 1889.

Z odkritjem novih pojavov so se pojavila tudi nova vprasanja. Kaj
poganja elektricno polje? Kaj poganja magnetno polje? Po kaksni snovi potuje
elektromagnetno valovanje? Delce, ki poganjajo polja in skrivhostno snov,
poimenovano »eter«, po kateri potuje elektromagnetno valovanije, so iskali
Stevilni znanstveniki. Albert Abraham Michelson je v iskanju skrivnostne snovi
napravil Stevilne poskuse. Najbolj znan je njegov poskus z interferometrom iz
leta 1887, ki je bil zadosti natancen, da je dokazal, da skrivnostni »eter« ne
obstaja. Danes ta poskus velja kot najbolj znan »neuspeli« poskus v fiziki, ki
je v resnici sprozil razvoj teorije relativnosti.

Dokoncno je vse tri pojave razlozil Albert Einstein v posebni teoriji
relativnosti (1905). Elektricna sila je ena od Stirih osnovnih fizikalnih sil, ki
nastane med dvema elektrinama (elektricnima nabojema) tudi v popolnoma
praznem prostoru (vakuumu), je premo sorazmerna velikosti obeh nabojev in
obratno sorazmerna razdalji. Relativistika z zahtevo po koncni hitrosti
svetlobe razlozi Se dva pojava. Enakomerno gibajoce elektrine ustvarjajo
magnetno polje, kar nakazujejo ze relativisticni skrcki dolZin (Hendrik Lorentz
1892). Pospesene elektrine sevajo elektromagnetno valovanje. Podobne
zakonitosti veljajo tudi za teznost, kjer mase nadomescajo elektrine.

Inzenirji elektrotehnike skusamo zahtevno relativistiko v primeru
elektricne sile poenostaviti. Ko so pojavi pocasni in razdalje majhne, so
zakasnitve zaradi kon¢ne hitrosti svetlobe nepomembne. Opazimo le
elektricne in magnetne pojave. Sevanje elektromagnetnega valovanja smemo
tedaj zanemariti.

Ker je hitrost enakomernega gibanja elektrin obicajno zelo majhna v
primerjavi s hitrostjo svetlobe, so magnetne sile zelo majhne v primerjavi z
elektri¢nimi. Magnetne pojave opazimo samo zato, ker se velika vecina



elektriCnega polja premikajocih elektrin v prevodniku (gibljivi elektroni v
kovini) odsteje od polja nepremicnih elektrin obratnega predznaka (kristalna
mreza kovine). Magnetni pojavi so tista majhna sprememba polja
enakomerno gibajocih elektrin, ki jo zahteva relativistika.

Pocasni pojavi in majhne razdalje omogocajo opis poenostavljene
naloge s koncentriranimi gradniki vezja: elektricne pojave skréimo v
kondenzator, magnetne pojave skréimo v tuljavo itd. Izmere gradnikov in
razdalje med njimi so v taksni poenostavljeni nalogi nepomembne. Koncno
nalogo reSujemo z nacrtovanjem elektriCnega vezja z znanimi gradniki:

- @ -
i, =ic+ig g
R Up=R-i
=i
T e
A Uc=Uptuy
C di,
. UL:L‘E
Vir L
¢ # -
I, =Ig
Elektricno vezje je naloga z ni¢ dimenzijami.

Elektri¢no vezje je v resnici naloga z ni¢ dimenzijami, saj so izmere
gradnikov in razdalje med njimi nepomembne. Povezave med napetostmi in
tokovi v elektricnem vezju opisuje pesScica preprostih enacb. Lep del
elektrotehnicnih nalog lahko opiSemo in reSimo z elektri¢nimi vezji, kar
predstavlja pomembno poenostavitev glede na izvorne Maxwellove enacbe.

Zal elektri¢na vezja niso povsod uporabna. Nekatere naloge zahtevajo
za svoj opis neskoncno Stevilo gradnikov. Nekaterih elektri¢nih nalog sploh ne
moremo opisati z vezjem z ni¢ dimenzijami. Na primer, kako opisati gretje
crnega macka na zimskem Soncu, kar je v vseh pogledih prava elektri¢na
naloga?



Elektricno vezje nam ne zadosca v dveh primerih: ko so izmere naloge
velike oziroma ko so pojavi hitri, torej je frekvenca izmenicnih elektricnih
veliCin zelo visoka. Z drugimi besedami, primerjati moramo izmere naprave z
valovno dolzino elektromagnetnega valovanja.

Ko so izmere naprave zelo majhne v primerjavi z valovno dolzino,
zadoSCa opis naprave z vezjem z ni€ dimenzijami. Ko so izmere naprave
primerljive z valovno dolzino, potrebujemo drugacen pristop in s tem se
ukvarja elektrodinamika. Koncno, optika nam opisuje zelo velike naprave v
primerjavi z valovno dolZino, kar je spet poenostavitev splosne
elektrodinamike.

Kje potrebujemo zahtevnejsi opis elektrodinamike? Pri nacrtovanju
elektronskega mikroCipa zagotovo ne. Izmere Cipa so majhne, tam so velika
elektricna polja, torej gre vse v okviru elektrostatike. Tokovi v Cipu so lahko
veliki, ampak povrsine zank so majhne, magnetni pretoki so majhni in
indukcijo lahko zanemarimo. Ce mikroCip ne vsebuje svetlobnih gradnikov
(fotodiod, svetlecih diod oziroma polprevodniskih laserjev), je sevanje
elektromagnetnega valovanja zanemarljivo.

Zahtevnejsi opis zagotovo potrebujemo v telekomunikacijah. Razdalje
so velike, saj Zelimo komunikacije na velike razdalje. Visoko zmogljivost zveze
omogoca edino velika pasovna Siring, torej visoke frekvence. Elektrodinamika
postane najprej pomembna prav s telegrafsko enacbo (Oliver Heaviside
1880). MikrocCipi postajajo ¢edalje hitrejsi, da ze povezave med njimi
zahtevajo poznavanje elektrodinamike. Kljub nizki frekvenci komaj 50Hz so
postala danes elektroenergetska omrezja tako velika, da potrebujemo
elektrodinamiko celo v energetiki.

Kako opisati elektrodinamiko na ¢imbolj preprost, ampak uporaben
nacin, ki daje zadovoljivo natancnost rezultatov? Naloge z eno veliko izmero,
to se pravi eno-dimenzijske naloge lahko opiSemo s porazdeljenimi gradniki,
torej z vezji z neskoncnim Stevilom gradnikov. Kljub izhodiSCu iz preprostih
osnov elektrotehnike in izogibanju relativistiki, reSitve nalog takoj pokazejo na
klju¢no velicino, to je hitrost svetlobe.

Tri-dimenzijske naloge potrebujejo zahtevnejsi pristop. Elektrotehnikom
so Maxwellove enacbe vsekakor preprostejSe za razumevanje od zahtevne
relativistike. Maxwellove enacbe je treba pretvoriti v diferencialno obliko, da
postane naloga zadosti majhna, torej diferencialno majhna. V diferencialno
majhni nalogi so zakasnitve diferencialno majhne, torej relativistika ne
nagaja. Tu zal brez zahtevne matematike, diferencialne geometrije v razlicnih



tri-dimenzijskih koordinatnih sistemih v prostoru ne gre.

V elektrodinamiki lahko energija potuje tudi po povsem praznem
prostoru. Gostoto pretoka moci nam opisuje Poyntingov vektor. ReSitev
parcialne diferencialne valovne enacbe za elektrino oziroma magnetno polje
ni preprosta. Pojav sevanja, ki je osnova brezvrvicnih zvez, najlazje izpeljemo
z uvedbo nove vmesne veliCine, vektorskega potenciala.

Tocna obravnava ravninskega elektromagnetnega valovanja v
elektrodinamiki nam preprosto opiSe odboj, lom in tuneliranje valovanja na
mejah razlicnih snovi. Vsota vec razli¢nih ravninskih valov nam omogoca opis
novih naprav, kot sta kovinski valovod oziroma votlinski rezonator. To¢na
obravnava valovanja v izgubni snovi nam razloZi kozni pojav v kovinah pri
visokih frekvencah, ki spreminja porazdelitev toka po preseku kovinskega
vodnika in poveCuje izgube.

Ta ucbenik skusa odgovoriti na izziv, kako poucevati elektrodinamiko na
sodoben nacin, izpustiti manj pomembna podrocja in dodati vse tisto, kar
uporablja sodobna telekomunikacijska tehnika. Kljub temu, da so izpeljave v
tem ucbeniku skréene na najmanjSo mozno mero, elektrodinamika Se vedno
zahteva dobro poznavanje matematike in osnov elektrotehnike. Kjer je le
mozno, je poleg postene a zahtevne resSitve Maxwellovih enacb navedena tudi
preprosta razlaga pojavov s pojmi elektri¢nih vezij.

Elektrodinamika je osnova za razumevanje delovanja gradnikov
terminalne opreme, sprejemnikov in oddajnikov ter vseh prenosnih poti v
telekomunikacijah, tako brezvrvicnih radijskih in svetlobnih zvez kot vrvicnih
zvez po kovinskih vodnikih in steklenih svetlobnih vlaknih.

k %k Xk % %



2. Telegrafska enacba

Elektricni telegraf je plod dela Stevilnih izumiteljev v prvi polovici 19.
stoletja. Uporabnost telegrafa je neposredno vezana na njegov domet. V
drugi polovici 19. stoletja so inzenirji dosegli prekooceanske razdalje. Prvi
prekooceanski kabel iz Evrope v Ameriko je bil polozen ze leta 1857. Zal je
zaradi tehnoloske nedovrsenosti izolacije deloval le nekaj tednov. Tehnologija
izolacije pa ni edina tezava pri prekooceanskih razdaljah.

Na tako velikih razdaljah opazimo pojave elektrodinamike ze pri zelo
nizkih prenosnih hitrostih Morsejeve telegrafije z rocno oddajo in sprejemom
na sluh, torej pri pasovni Sirini komaj 10Hz. Ohmska upornost zZice ni edini niti
najpomembnejsi podatek telegrafskega kabla. Nadomestno vezje prenosne
poti ni preprosto in takratni inzenirji so prvo, eno-dimenzijsko nalogo
elektrodinamike opisali z imenom telegrafska enacba.

Prenosni vodi ostajajo zelo pomembno podrocje elektrodinamike tudi
danes. Dogovor velja, da v eno-dimenzijskih nalogah opisuje veliko izmero,
kjer opazimo pojave elektrodinamike, koordinata z oziroma dolZina voda

[ . PreCne izmere prenosnih vodov so v Stevilnih prakticnih primerih zadosti
majhne, da jih lahko obravnavamo z enacbami elektrostatike in
magnetostatike oziroma jih opiSemo z gradniki elektricnih vezij.

Dva preprosta, silno uporabna in vsakdanja zgleda iz osnov
elektrotehnike sta trakasti dvovod in koaksialni kabel. Preprosta zgleda sta
izbrana z namenom, da se tu ne ukvarjamo s kompliciranim izraCunom
elektromagnetnega polja, kapacitivnosti in induktivnosti, pa¢ pa ze znani
rezultat iz osnov elektrotehnike uporabimo v elektrodinamiki. Simetricni Zicni
dvovod (parica) je prav tako uporaben vsakdanji zgled, le da so tocni izrazi za
kapacitivnost in induktivnost Ze malo bolj zahtevni.

Trakasti dvovod sestavljata dva kovinska vodnika v obliki trakov Sirine
w , debeline s indolzine [ . Trakova sta razmaknjenaza d v
praznem prostoru. Trakova tvorita kondenzator s ploS¢ama povrSine w X1
na medsebojni razdalji d . Ista dva trakova tvorita tuljavo z enim samim
ovojem s presekom jedra dXI in dolzino tuljave w .

Ko velja w>>d , je veCina elektricnega in magnetnega polja v rezi
med trakovoma. Debelina trakov s postane nepomembna. Stresano
elektricno in magnetno polje drugod po prostoru lahko zanemarimo oziroma



opiSemo z malenkostnim povecanjem w , to se pravi s popravkom Sirine
trakov. Izraza za kapacitivnost in induktivnost trakastega dvovoda se tedaj
silno poenostavita:
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Trakasti dvovod

Poleg telegrafske enacbe je Oliver Heaviside izumil tudi koaksilani kabel.
Koaksialni kabel sestavljajo kovinska zila s polmerom a , dielektrik €r in
kovinski oklop z notranjim polmerom b . Kapacitivhost koaksialnega kabla
izracunamo s pomocjo elektricnega polja preme elektrine. Slednje upada kot

1/p , integracija elektricnega polja daje logaritem razmerja polmerov, ki
nastopa v imenovalcu kapacitivnosti.

Enosmerni tok tece po celotnem preseku vodnikov. Enosmerno
magnetno polje koaksialnega kabla se pojavi v notranjosti obeh vodnikov in v
dielektriku med njima. Zunaj koaksialnega kabla ni nobenega polja, niti
elektriCnega niti magnetnega, ko se tok v Zzili v celoti vraCa nazaj po oklopu.

V telekomunikacijah uporabljamo koaksialni kabel na tako visokih
frekvencah, da tok teCe samo po tanki kozi debeline komaj nekaj
mikrometrov 0 << a,b po povrsSinah vodnikov: po povrsSini zile in po notranji
povrsini oklopa. Magnetno polje v notranjosti vodnikov je tedaj zanemarljivo.
Magnetno polje v dielektriku upada kot 1/p , integracija daje logaritem
razmerja polmerov, ki nastopa v izrazu za induktivnost:



Koaksialni kabel

Induktivnost in kapacitivhost prenosnega voda sta porazdeljeni veli€ini
po dolzini voda [ . Elektricno nadomestno vezje mora torej vsebovati vecje
Stevilo zaporednih tuljav L in pripadajoCe Stevilo vzporednih
kondenzatorjev C . Za Cimbolj natancen opis razdelimo eno od zaporednih
tuljav na polovico, da nastopa L/2 na zacetku in na koncu verige.

Natancnejsi opis prenosnega voda vsebuje tudi izgube v kovinskih
vodnikih in v dielektriku med njimi. Izgube v kovinskih vodnikih se kaZejo kot
upornost R , ki je vezana zaporedno induktivnosti L . Izgube v dielektriku
ponazorimo na preprost nacin s prevodnostjo G , ki je vezana vzporedno
kapacitivnosti C . Nadomestni vezji poenostavljenega voda brez izgub in
natancnejSi opis voda z izgubami sta prikazana na spodniji sliki:



. T T T T

Nadomestno vezje brezizgubnega voda
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Nadomestno vezje voda z izgubami

Vsak elektrotehnik bo v taksnih vezjih prepoznal nizkoprepustno
frekvencno sito. Tu je z nadomestnim vezjem nekaj narobe, ker se resnicni
prenosni vodi nikakor ne obnasajo kot nizkoprepustna sita! Zaporna frekvenca
navideznega sita sicer narasc¢a z natancnostjo opisa, torej z viSanjem Stevila
nadomestnih tuljav in kondenzatorjev.

Racunska zahtevnost reSevanja elektriCnega vezja je sorazmerna kubu
(tretji potenci) Stevila vozliS¢ oziroma zank vezja, torej natancnejsi opis z
vecjim Stevilom tuljav in kondenzatorjev prakti¢no ni uporaben. Za resitev
naloge je potreben drugacen pristop, ki ga opisuje telegrafska enacba:



Telegrafska enaCba Telegrafska enaCba
za vod z izgubami za brezizgubni vod
R=R/I-Az

iz

L= L/lAz
U U,
C= C/IA
® ® ® ®
Az _ Az _
di ) di
Auzuz—ulz—L-d—tl—R-l1 Au=u,—u,=—1L- d_tl
du, du,
Ai=i,—,=— CF_G Ai=i,—,=— CI
ou(z,t)_ ., 0i(z,t) o ou(z,t) di(z,t)
5, - L/l ot R/l'i(z,t) TZ_L”.T
diz,t) _ ., 0ulz,t) oi(z,t) _ u(z,t)
T —C/I- - Gll-u(z,t) o= C”T

Napaka pri izraCunu bo tem manjsa, ¢im krajSe odseke prenosnega
voda Az opisujemo s koncentriranimi gradniki: tuljavami in kondenzatorji.
Ce kon¢no dolzino odseka Az nadomestimo z diferencialno majhno dolZino
odseka dz , dogajanje v nadomestnem vezju opisujeta dve sklopljeni
parcialni diferencialni enacbi za napetost u(z,t) intok i(z,t) s skupnim
imenom telegrafska enacba.

V resni¢nem prenosnem vodu moramo upostevati tudi izgube. Kovinski
vodniki dodajajo od nic razlicno zaporedno upornost R . Nebrezhibna
izolacija dodaja vzporedno prevodnost G .V resnicnem vodu oba nista
preprosti konstanti, pa¢ pa sta komplicirani funkciji éasa R(t) in G(t) .
Oba je laZje zapisati v frekvenénem prostoru kot R(w) in G(w) , zato se
na opis dogajanja v vodu z izgubami vrnemo kasneje v frekvenénem
prostoru.

Prenosne vode sicer skuSamo izdelati tako, da so izgube majhne. V tem
primeru nam daje tudi telegrafska enacba za brezizgubni vod razmeroma
dober vpogled v dogajanje na prenosnem vodu. Sklopljeni diferencialni
enacbi poskusimo resiti tako, da z dodatnim odvajanjem prve enacbe po
polozaju z oziroma druge enacbe po Casu t izloCimo eno od neznank, na
primer tok i(z,t) in pri tem privzamemo, da matemati¢no dovolj pohlevne
funkcijo dopuscajo zamenjavo vrstnega reda odvajanja:
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Ostane nam ena sama parcialna diferencialna enacba za napetost
u(z,t) .V enacbi je razvidno, da se dvojna odvoda po poloZaju z
oziroma po asu t razlikujeta samo v mnoZilni konstanti! ReSitev u(z,t)
je torej lahko poljubna funkcija enega samega argumenta t=+z/v , primerno
uteZene vsote oziroma razlike Casa t in polozaja z .

Odvod funkcije enega argumenta oznacimo s Crtico. Drugi odvod z
dvema Crticama. Po pravilu za odvajanje moramo rezultat pomnoZziti Se z
odvodom argumenta t=*z/v po z oziroma t pripadajoCega reda.

Povezavo med ¢asom in polozajem daje hitrost v , s katero se slika
funkcije premika naprej oziroma nazaj po osi z . ReSitev z razliko
imenujemo tudi napredujoci (vpadni) val in se z naras¢ajocim ¢asom premika
naprej, reSitev z vsoto pa odbiti (povratni) val in se premika nazaj.

Diferencialna enacba drugega reda zahteva dve popolnoma neodvisni
reSitvi, napredujoci in odbiti val. Vsaka reitev za napetost u(z,t) ima
pripadajoco reditev za tok i(z,t) . Primer resitve telegrafske enacbe je
prikazan spodaj kot ¢asovno zaporedje slikic. Zgleda za napredujoci in odbiti
val napetosti u(z,t) intoka i(z,t) sta namenoma prostorsko omejena
in prikazana v razlicnih barvah:
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Povezavo med tokom in napetostjo napredujocega ali odbitega vala
imenujemo karakteristicna impedanca voda Zx . Strogo gledano pojem
impedanca smemo uporabljati samo v frekvencnem prostoru. Na tem mestu v
casovnem prostoru ga sicer ne bi smeli uporabljati, je pa smiselno uporabljati
podobno oznako tako v ¢asovnem kot v frekvencnem prostoru.

Na sreco je karakteristicna impedanca Zx brezizgubnega voda
povsem realno Stevilo in jo smemo uporabljati tudi v ¢asovnem prostoru, kjer
bi bil izraz karakteristi¢na upornost Rx mogoce bolj smiseln? Dobimo jo z
izrac¢unom odvodov v eni od izvornih sklopljenih enacb. Najprej izra¢unamo
odvod funkcije enega argumenta t=+z/v , nato odvajamo Se argument

t+z/v po z oziroma t .

!

Rezultat racuna je razmerje med odvodom funkcije napetosti u' po
argumentu t=*z/v in odvodom funkcije toka i' po istem argumentu
t+z/v .V elektrodinamiki nas enosmerne konstante ne zanimajo, torej

velja isto razmerje tudi med napetostjo u in tokom 1 :
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Pozor, razmerje med napetostjo in tokom napredujocega vala ima glede
na nase oznake pozitiven predznak +Z , razmerje med tokom in
napetostjo odbitega vala pa negativen predznak —Z . Napredujodi in
odbiti val imata tudi vsak svojo, neodvisno moc in nosita vsak svojo,
neodvisno energijo. V natanénem opisu v treh dimenzijah bi napredujodi in
odbiti val na taksnih prenosnih vodih poimenovali kot dva neodvisna TEM
(pre€na elektro-magnetna) rodova.

Valovanje na prenosnem vodu vsebuje elektricno energijo in magnetno
energijo W=W_+W_ | Elektri¢no energijo na enoto dolzine doloca

napetost na vodu W,/I=1/2-C/l-u(z,t)’ . Magnetno energijo na enoto
dolZine doloca tok na vodu W, /I=1/2-L/1-i(z,t) .

Osamljen napredujodi val, na primer v trenutkih t; ali t, na
casovnem zaporedju slikic, nosi povsem enako elektricno in magnetno
energijo W,=W,=1/2-W, , kar zagotavlja povezava uy=Z-iy med
napetostjo in tokom napredujocega vala:

W, /1=1/2-C/1-u5=1/2-C/1-Z3-i%=1/2-LI1-iy =W, /1



Ista enakost velja za elektricno in magnetno energijo osamljenega odbitega
vala W,=W,_ =1/2-W, , saj povezava U,=—Zy'i, med napetostjo in

. . v 2 2 .2
tokom odbitega vala ponovno prinasa u,=Zy"i, .

Ko napredujoci in odbiti val soobstajata na istem delu prenosnega voda,
na primer tréenje v trenutku t; na Casovnem zaporedju slikic, elektricna in

magnetna energija nista ve€ enaki W,#W,, ! Ko imata napetosti

napredujoCega in odbitega vala isti predznak, se najmanj del magnetne
energije pretvori v elektricno energijo. Obratno, ko imata napetosti
napredujocega in odbitega vala razlicen predznak, se najmanj del elektri¢ne
energije pretvori v magnetno energijo.

Ko se napredujoci in odbiti val razideta v trenutku t, na ¢asovnem
zaporedju slikic, se energija pretvori nazaj v taksno obliko, da za osamljen
napredujoci ali osamljen odbiti val ponovno velja W, =W, =1/2-W

Induktivnost L/l in kapacitivnost C/I prenosnega voda dolocata
dve novi lastnosti voda: hitrost valovanja v in karakteristicno impedanco
Zy . Hitrost valovanja v je enaka hitrosti svetlobe v snovi, ki je
uporabljena kot izolator med vodnikoma TEM prenosnega voda. V primeru
trakastega dvovoda je to prazen prostor, torej je hitrost valovanja v=c,

enaka hitrosti svetlobe v praznem prostoru. Dielektrik koaksialnega kabla
upocasnjuje svetlobo za faktor V€. . Jasno, v koaksialnem kablu s praznim

prostorom kot dielektrikom velja v=c, .

Tocna geometrija TEM prenosnega voda, torej Sirina w in razmak
trakov d trakastega dvovoda oziroma polmera Zile a in oklopa b
koaksialnega kabla, nima nobenega vpliva na hitrost valovanja v ! Precni
presek TEM prenosnega voda seveda doloca karakteristicno impedanco Zg
prenosnega voda. V primeru trakastega dvovoda doloc¢a karakteristi¢no
impedanco razmerje razmak/Sirina trakov d/w .V primeru koaksilanega
kabla doloCata karakteristicno impedanco razmerje polmerov oklopa/Zile

b/a in dielektrik €- med njima.
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3. Odboj in zvonjenje

Resitev telegrafske enacbe daje napetost u(z,t) intok i(z,t) kot
funkcijo poloZzaja z na prenosnem vodu in ¢asa t . ReSitev sestavljata
napredujodi val in odbiti (povratni) val. Razmerje med napetostjo in tokom
posameznih valov ni poljubno. Pri napredujo¢em valu znasa razmerje +Zy ,

pri odbitem valu pa —Zx . Brezizgubni prenosni vod v celoti opiSemo z

dvema podatkoma: hitrostjo valovanja v in karakteristicno impedanco
Zy .

Prenosni vod napajamo na zacetku z virom, na drugem koncu pa ga
zakljuCimo z bremenom. Najprej si oglejmo najpreprostejsi zgled! Uporabimo
enosmerni napetostni vir U in po¢akamo, da kakrSenkoli prehodni pojav
izzveni. Breme je upor R , ki doloCa razmerje med enosmerno napetostjo

U in enosmernim tokom 1 :
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Upor R se v splosSnem razlikuje od karakteristicne impedance voda
Zy .Upor R torejvsiljuje drugacno razmerje med napetostjo U in
tokom 1 , kot to zahteva resSitev valovne enacbe za napredujoci val. ReSitev



valovne enacbe za odbiti val zahteva negativno razmerje med napetostjo in
tokom I , kar je Se tezje dosedi.

Zahtevano razmerje bremena R med napetostjo U intokom I
lahko doseZzemo edino tako, da dopus¢amo na prenosnem vodu hkrati obe
reSitvi telegrafske enacbe za napredujoci val Uy, Iy in za odbiti val

Uy,I, . Razmerje med odbitim in napredujocim valom imenujemo
odbojnost (bremena) I' .V elektrotehniki odbojnost vedno definiramo kot
razmerje napetosti ['=U,/U, oziroma elektri¢nih poljskih jakosti

I'=E,/E, . Pri zvonem valovanju je odbojnost definirana kot razmerje
amplitud tlakov T'=p,/py .

Povsem jasno ima razmerje tokov I,/Iy=—TI"oziroma magnetnih
poljskih jakosti H,/Hy=—T"oziroma razmerje amplitud hitrosti delcev
zvocnega valovanja Vo/vy=—T obrnjen predznak. Karakteristi¢ni
impedanci u/i=*Zy je enakovredna povezava med elektri¢no in
magnetno poljsko jakostjo, valovna impedanca snovi E/H=*Z=x++ule
oziroma med amplitudama tlaka in hitrosti delcev, zvocna valovna impedanca

p/v:izzix/C—-p , kier sta C modul elastiCnosti in P gostota snovi.

Odbojnost I' v celoti opisuje elektricno obnasanje bremena povsem
enakovredno njegovi elektricni upornosti R . Odbojnost T je dosti Sirsi
fizikalni pojem od elektricne upornosti R , saj je povsem tocno dolocena
tudi za elektromagnetna polja in Stevilna druga valovanja v fiziki. Povsem
jasno obstaja preprosta in enolicha povezava v obe smeri: kako iz upornosti
bremena R dobimo odbojnost I' in obratno.

Odbojnost I' je razmerje, torej neimenovano Stevilo. Uporaba
odbojnosti I zahteva izbiro karakteristicne impedance Zx , kiima v
svetu elektri¢nih napetosti in tokov mersko enoto €2 (Ohm). Na drugi strani
ima odbojnost I" marsikatero prednost pri raCunanju oziroma pri meritvah.
Za pasivnho breme R>0 je velikost odbojnosti II1<1 vedno manjsa od
enote!

Odbojnost I' je naceloma lazje meriti od elektricne upornosti R .
Elektri¢no upornost R dolo¢imo tako, da izmerimo napetost U z
voltmetrom in tok I z ampermetrom. Pri tem nam nagaja bodisi notranja
upornost voltmetra, ki ne more biti neskon¢no velika R, <o oziroma

notranja upornost ampermetra, ki ne more biti neskon¢no majhna R,>0 .



Odbojnost I' lahko merimo na Stevilne razli¢ne nacine. Ena mozna
meritev odbojnosti I" v svetu elektricnih napetosti in tokov je z merilnim
mostiCem. Mosti¢ napajamo z resnicnim elektricnim virom, ki ima kon¢no in

preprosto izvedljivo vrednost svoje lastne notranje upornosti R,=Zy . Kot
merilnik napetosti uporabimo resnicni voltmeter, ki ima koncno in preprosto
izvedljivo vrednost svoje lastne notranje upornosti R, =Zy
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Ena od pomanijkljivosti merilnega mostica je ta, da vir napajanija,
voltmeter in merjenec nimajo ene skupne sponke, ki bi jo lahko ozemljili, kar
je Se posebno tezavno pri visokih frekvencah. Prikazana ozemljitev na sliki je
namenjena zgolj reSevanju vozlis¢nih enacb za potenciale V, , V, in

V. , iz katerih izraCunamo odziv U, merilnega mostica. Odziv U, je

kar sorazmeren odbojnosti I neznanega bremena in napetosti vira U, ,
ni potrebno nobeno dodatno preracunavanje! Prikazani mostic je torej
elektricno vezje, ki je sposobno natancno lociti napredujoci val od odbitega
vala.

Oborozeni z novim pojmom odbojnosti I" se lahko lotimo
zahtevnejSih nalog, na primer reSevanju prehodnih pojavov ob preklapljanju v
elektricnih vezij. Tu osnove elektrotehnike ne znajo resiti nekaterih preprostih
nalog. Na primer, ¢e na napetostni vir U priklju¢imo kondenzator C ,



vanj stece elektrina Q=C-U. Vir pritem opravidelo A=Q-U in shrani
energijo W=Q-U/2 v kondenzatorju. Polovica energije je ocitno poniknila
nekje v prehodnem pojavu?

Isto nalogo opisuje elektrodinamika nekoliko drugace. Koncentrirani
gradniki so samo racunska poenostavitev. V resnici imamo samo porazdeljene
gradnike, to je porazdeljene kondenzatorje, porazdeljene tuljave itd.
Kondenzator lahko v elektrodinamiki ponazorimo s prenosnim vodom, ki ima
na drugem koncu odprte sponke:

Stikalo Zvonjenje odprtih sponk

Odprte
+ sponke at (1)
R,=0 Vod ot 2Us
0= Ry=co 2T 2T 2T
[y=-1 Zx  I=v-T Tp=+1
® ub(t) Ug
izt A T 2T 2T t
Uy +v
% Napredujodi val I—> Z
7 u(z,t . L
4 p(z6) Y 2U, . | Stikalo
A <—| Odbiti val u (t)
N < T _ b
A § Napredujodi val JZ R,=0 C
~ ' =—1
A Wulzt) o 2U, I I PS
A —>  Napredujogi val
— Odbiti val z
A >
“u(zxtél)
U, -—v
Odbiti val ~<+—] .z

Odprte sponke pomenijo neskoncno upornost bremena R,=o in
pripadajoCo odbojnost I',=+1 . Napetostni vir U, ima neskoncno
majhno notranjo upornost R,=0 . Vir na zacetku prenosnega voda
opiSemo z odbojnostjo vira, ki za napetostni vir znaSa I';=—1 . Celoten
prehodni pojav opisujemo kot odbijanje valovanja med virom na zacetku voda
in bremenom na koncu istega voda.

V trenutku, ko vkljucimo stikalo, vir Se ne more vedeti, kaj je na
drugem koncu prenosnega voda, saj odbitega vala takrat Se ni! Vir posilja v
vod samo napredujodi val, torej sta napetost U intok I v razmerju

Z . Pripadajoca energija se kopici kot energija elektricnega polja v



kapacitivnosti voda in kot magnetna energija v induktivnosti voda.

Cez ¢as T prednja fronta napredujocega vala doseze konec voda in
se tam odbije. Ker znasa odbojnost odprtih sponk I'y=+1 , ima napetost
odbitega vala U, enak predznak kot napetost napredujo¢ega vala Uy .
Skupna napetost na prenosnem vodu se podvoji na 2U, , tok za fronto

odbitega vala upade na nic. Za fronto odbitega vala se vsa energija pretvori v
elektri¢no energijo v porazdeljeni kapacitivnosti, magnetna energija pa upade
na nic.

Cez¢as 2T se odbiti val vrne do vira. Vir lahko Sele tedaj izve, kaj se
sploh dogaja na drugem koncu prenosnega voda! Odbiti val se ponovno
odbije na viru. Ker ima slednji notranjo upornost nic R,=0 , se odbiti val

ponovno odbije z obratnim predznakom I';=—1 . Dvakrat odbiti val se
natancno izni¢i s prvotnim napredujoCim valom. Podirajoca fronta
napredujocega vala tedaj prazni energijo, ki se je nakopicila v prenosnem
vodu. Ker v tem trenutku izvor vidi le Se odbiti val, odbiti val vraca viru
nakopiceno energijo iz prenosnega voda.

Cez ¢as 3T podirajoca fronta napredujoega vala doseZe konec
voda. Napredujoci val povsem izgine. Napetost na odprtih sponkah upade na
ni€. Ker ni ve€ napredujocega vala, se zacne podirati tudi odbiti val, ki Se
vedno vracCa nakopic¢eno energijo viru nazaj.

CezCas 4T se vsa energija vrne nazaj v vir. Na prenosnem vodu ni
ve€ nobenega toka niti napetosti, torej ni¢ energije. Celoten cikel nihanja
energije se ez Cas 4T ponovi na povsem enak nacin kot v trenutku, ko
smo sklenili stikalo... Opisani pojav imenujemo zvonjenje prenosnega voda.

Zanimivo, popolnoma enakovredno zvonjenje opazimo tudi v vezju s
koncentriranimi gradniki, ko kondenzator C priklju¢imo na napetostni vir
U, preko zaporedne tuljave L , na primer induktivnosti prikljucnih Zic.
Tuljava L in kondenzator C tvorita elektricni zaporedni nihajni krog.

Vklop stikala pozene elektri¢no nihanje.

Napetost na odprtih sponkah oziroma na kondenzatorju niha med nic in
dvakratno napetostjo vira 2U, . Razlika med prenosnim vodom s
porazdeljenima induktivnostjo L/l in kapacitivnostjo C/I ter vezjem s
koncentriranima gradnikoma L in C je edino v ¢asovni obliki nihanja
napetosti: pravokotnik za prenosni vod s porazdeljenimi gradniki in sinus za
koncentrirane gradnike.



Resnicni koncentrirani gradniki in resnicni prenosni vodi imajo tudi
izgube, zaradi katerih opisani prehodni pojav izzveni. Dobro izdelane tuljave,
kondenzatoriji in prenosni vodi imajo majhne izgube, da opazimo tudi vec kot
100 (sto!) prenihajev, preden prehodni pojav izzveni. Izvor izgub je tudi

majhna, ampak koncna notranja upornost vira R,#0 .V tocnejsi tri-
dimenzijski obravnavi bi morali upostevati Se izgube sevanjal!

Elektri¢no zvonjenje je vecinoma skrajno nezaZeljen pojav. Dvojna
napetost vira 2U, je pogosto vzrok odpovedi gradnikov elektricnih vezij, ki
so nacrtovani za napetost napajanja U, . Zvonjenje vnasa napake v prenos
podatkov v Stevilskih vezjih. Zvonjenje omejujemo na razli¢ne nacine: s
prilagoditvijo upornosti (impedance) bremena R, , z gradniki za omejevanje
napetosti na bremenu, s prilagoditvijo notranje upornosti vira R, , z
omejevanjem hitrosti preklapljanja vira itd.

Ucinek razli¢nih bremen na zvonjenje je prikazan na spodniji sliki v sicer
enakih pogojih kot za odprte sponke. Napetostni vir ima notranjo upornost

R,=0 . Stikalo pozene prehodni pojav. Brezizgubni prenosni vod ima
karakteristicno impedanco Zx . Njegova dolZzina | dolocCa zakasnitev T
pri znani hitrosti valovanja v :
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Dusen prenihaj dobimo samo v primeru, ko je upornost bremena
R,>Z, vecja od karakteristicne impedance Zyx oziroma korena razmerja
L/C . Ko je upornost bremena R,<Zy , manjSa od karakteristi¢ne

impedance, napetost na bremenu monotono narasca po stopnickah proti
koncni vrednosti U, .V primeru prilagojenega bremena R,=Zy se
prehodni pojav konc¢a najhitreje, napetost na bremenu doseze koncno
vrednost U, Zepocasu T in se takoj ustali.

Zvonjenje prenosnega voda lahko ucinkovito zaduSimo tudi s
prilagojenim virom. Prilagojeni vir ima svojo lastno notranjo upornost

R,=Zy enako karakteristi¢ni impedanci voda. Zvonjenje napetosti na
bremenu ub(t) izgine v vseh primerih, od odprtih sponk R,=o do
prilagojenega bremena R,=Zy

Stikalo  Prilagojen vir g (0)
Ug Rb:OO
@
R,=Zy Vod u(t)] R -
r,=0 r, Uj2  R=zx
_ Zx  I=v-T P T Lt
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‘i‘l,l(z,tl) sponke I,=+1 ‘E‘u(z,tl)
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AN > >
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NajstrozZje zahteve po dusenju zvonjenja oziroma najvecje dopustne
tolerance gradnikov omogoca prilagoditev na obeh koncih voda, vira in

bremena, to se pravi R,=R,=Zy . TakSna reSitev izgublja polovico moci
signala na notranji upornosti vira, to se pravi na zaporednem dusilnem uporu.
Tudi napetost na bremenu je prepolovljena na Ug/ 2



Zvonjenje je danes silno nadlezen pojav na racunalniskih vodilih.

DolZine povezav med posameznimi Cipi na tiskanem vezju so v velikostnem

razredu [~10cm , torej je zakasnitev T=I/v povsem primerljiva s

preklopnimi ¢asi logi¢nih signalov. Na elektri¢nih nacrtih riSemo eno samo

(signalno) Zico prenosnega voda med oddajnikom (vijolicni trikotnik) in

sprejemnikom (oranzni trikotnik):
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Druga zica je skupna elektroda ali masa (ground ali

ECL prilagajamo breme

VeC=GND

GND ), kijo na

nacrtih prikazemo z odebeljeno vodoravno Crtico ali znakom za ozemljitev.
Masa je tudi prakti¢no izdelana kot velika kovinska ploskev, ki izkoris¢a eno
celo plast vecslojnega tiskanega vezja. Pogosto uporabljamo vec notranjih

plasti veCslojnega tiskanega vezja za razvod napajanj Vdd ,
itd, ki so s staliSca elektrodinamike vsi enakovredni
GND , Ceprav so na razli¢nih enosmernih potencialih.
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Vecina logicnih vezij je danes izdelana v tehnologiji CMOS. CMOS izhodi
sodobnih logicnih vezij imajo zelo nizko izhodno upornost. Zvonjenje vodila
na tiskanem vezju preprecujemo z dodatnim dusilnim uporom, ki ga vezemo
zaporedno s CMOS izhodom v pripadajoCo signalno zico. Na enosmernem
vodilu, na primer naslovno vodilo mikroracunalnika, zadoS¢a en zaporedni
upor na CMOS izhodu.



CMOS vhodi so prakti¢no odprte sponke z zelo majhno kapacitivnostjo.
Opisana resSitev torej vsebuje prilagojen vir in neprilagojeno breme, odprte
sponke CMOS vhoda. Prednost take resitve je v tem, da CMOS vhod dobi
polno napetost izvora U, , torej se logiCne ravni signalov ohranjajo. Hkrati

zaporedni dusilni upor ne troSi nobene modi v stacionarnem stanju, ko se
logi¢na raven izhoda ne menja.

Na podatkovnem vodilu pretakamo podatke v obe smeri: beremo
vsebino pomnilnika ali pa vanj vpisujemo. Ko je na enem koncu vodila
dejaven oddajnik, drugi konec vodila sprejema. V takem (izmeni¢no)
dvosmernem vodilu opremimo z zaporednimi dusilnimi upori vse udelezence,
ki lahko na vodilo karkoli oddajajo. Pri sprejemu ti upori nimajo ucinka na
delovanje CMOS vhodov. Logicne ravni signalov se tudi tu ohranjajo.

ECL (Emitter-Coupled Logic) so vedno bile najhitrejSe druzine logi¢nih
vezij. ECL izhodi obi¢ajno neposredno krmilijo prenosni vod. Ker je izhodna
upornost ECL izhodov zelo nizka, se izhodi obnasajo kot napetostni vir z zelo
nizko notranjo upornostjo R,;; <Zy . Zvonjenje prepre¢imo na sprejemni
strani s primernim bremenskim uporom R . ZakljuCni upor R vezan na

Vit=—2V hkrati poskrbi za enosmerni tok delovne tocke emitorskega
sledilnika v ECL izhodu. Sam ECL vhod ima razmeroma visoko notranjo
upornost Ry;>Z, .

ECL uporablja tri ravni napajanja: Vcc , Vit in Vee . Notranja
skupna elektroda je Vcc in ta je najveckrat tudi dejansko ozemljena
Vec=GND |, kar je pogosto vzrok zmede na nacrtih!

ECL vezja so bila vedno energetsko zelo pozresna. Znaten del moci
napajanja se porabi tudi na zaklju¢nih uporih R tako ob preklopih kot tudi
v stacionarnem stanju. V ECL vezjih za frekvence nad 3GHz so zakljucni upori
na vhodih kar vgrajeni v sam Cip logi¢nega integriranega vezja.

Logicna vezja za najvisje frekvence imajo tako izhode in kot vhode ze v
notranjosti prilagojene na karakteristicno impedanco prenosnega voda. Res
hitra logi¢na vezja obi¢ajno uporabljajo diferencialne izhode in vhode, ker ima
simetri¢ni dvovod boljSe elektricne lastnosti od nesimetri¢nih vodov.

Simetri¢ni dvovod pogosto uporabljamo v komunikacijah med
racunalniki na vecjih razdaljah v velikostnem razredu [~100m . Simetricni
dvovod ima v teoriji niZje izgube od koaksialnega kabla in je hkrati cenejsi za
izdelavo, saj zahteva manj bakra. Sevanje in druge nezeljene
elektromagnetne presluhe mocno dusi smotrno izbrano prepletanje zic



simetricnega dvovoda, da dodaten oklop ni potreben.

Visanje prenosne hitrosti in razlicne protiukrepe proti zvonjenju Se
najbolj opazimo v razvoju zaporednih racunalniskih vmesnikov. Eden prvih
taksnih vmesnikov je RS232, imenovan tudi »COM port« na racunalnikih.
RS232 naj bi omogocal prenos z zmogljivostjo 19.2kbit/s na razdalji do 18m.
V resnici zmore RS232 ve¢ zmogljivosti na vecji razdalji, predstavljene
vrednosti so bile svoj Cas izbrane z veliko rezervo!

Niti oddajnik niti sprejemnik RS232 nista prilagojena na karakteristicno
impedanco voda, ki ni toneje definirana. Simetricna parica je sicer
uporabljena na nesimetri¢en nacin: ena Zila je kar ozemljena na obeh straneh
zveze, kar s staliSCa potovanja valov in odpornosti na elektromagnetne
motnje zagotovo ni smotrno. Zvonjenje RS232 dusimo v oddajniku z
omejevanjem hitrosti krmilnika (vijolini trikotnik) in viSanjem njegove
notranje upornosti R ;> Z

~1009 RS232 19.2kbit/s Ry~3kQ

Rtk ) K K SIS S

Ren=2x  z,=1000  USB 12Mbit/s Ry 7,
Soal =4 2,=1000 Ethernet 100Mbit/s
PSSO K,
Z

VH_

—=100@ Ethernet 1Gbit/s

:\/\‘/\\/\\/\\/\\/\\/\\/\\/\\{

Dvosmerno 2 X 250Mbit/s X 4 parice

t Mostic j
; Mostic ]

Korak naprej je USB, ki uporablja diferencialni oddajnik (vijoli¢ni
trikotnik), simetrini prenosni vod in diferencialni sprejemnik (oranzni
trikotnik). Simetricni dvovod torej tu povsem pravilno uporabljamo v
simetriénem nacinu. Pri prenosni hitrosti 12Mbit/s (Full-Speed USB) na

razdalji 2m je prilagojena samo izhodna upornost oddajnika Rz =72«



Sprejemnik ima tako visoko vhodno upornost Ry, > Z, , da se obnasa kot
odprte sponke. Kar na sliki ni prikazano, USB uporablja isti dvovod izmenicno
v eno ali v drugo smer.

Ethernet dosega domet 100m po neoklopljeni prepleteni parici UTP
(Unshielded Twisted Pair). Domet omejujeta slabljenje in popacenje
prenosnega voda. Prenosna hitrost 100Mbit/s zahteva prilagojeno notranjo
upornost oddajnika R;;z;=Zx in prilagojeno vhodno upornost sprejemnika

Ry,=Z , da zvonjenje ne moti prenosa podatkov. Podobno so izvedeni
tudi High-Speed USB za 480Mbit/s in Stevilni drugi hitri racunalniski vmesniki.

Gigabitni Ethernet gre Se en korak naprej in v celoti izkoris¢a teorijo
telegrafske enacbe, ki pravi, da sta napredujodi val in povratni val popolnoma
neodvisna eden od drugega, vsak ima svojo energijo in vsak prenasa svojo
mocC. Zmogljivost 1Gbit/s dosega tako, da po vsaki od stirih paric UTP kabla
pelje 250Mbit/s. IstoCasni dvosmerni prenos omogocajo mosti¢i na obeh
koncih prenosnega voda, ki locijo povratni val od napredujocega vala.

Pri dvosmernem prenosu v gigabitnem Ethernetu bo kakrSenkoli odboj
povzroCil presluh med napredujo¢im valom in povratnim valom. Oddaijniki,
sprejemniki in mostic¢i morajo biti zato dobro prilagojeni na karakteristicno
impedanco parice Z,=100€2 . Ker so tolerance gradnikov, vodov in vticnic
prevelike, ima sprejemnik za gigabitni Ethernet vgrajena Se vezja, ki se sproti
prilagajajo, da izloCajo presluh lastnega oddajnika in zvonjenje Zeljenega
sprejetega signala.

IstoCasni dvosmerni prenos na istem vodu je sicer izumil Ze Oliver

Heaviside v drugi polovici 19. stoletja. Izuma takrat niso razumeli. Izum je
moral poCakati celih 120 let, da je konCno zazivel v gigabitnem Ethernetu!

% %k % X X%



4. Frekvencni prostor in kazalci

Obravnava elektrotehni¢ne naloge je v ¢asovnem prostoru povsem
nazorna. Trenutne fizikalne veli¢ine, na primer napetost u(t) intok i(t) ,
so natancno tisto, kar vidimo na zaslonu osciloskopa. Casovno odvisnost
namenoma poudarimo z zapisom veli¢in z malimi ¢rkami. ReSevanje enacb
tudi s povsem linearnimi gradniki zal v asovnem prostoru ni preprosto.
Obnasanje gradnikov, ki lahko hranijo energijo, na primer tuljav L oziroma
kondenzatorjev C , opisujejo odvodi oziroma integrali vpletenih velicin.

Matematiki se reSevanju linearnih enacb z odvodi in integrali spretno
izognejo z integralskimi transformacijami. Obnasanju linearnega vezja pri
krmiljenju s harmonskimi (sinusnimi) signali se dobro prilega Fourierjeva
transformacija v frekvencni prostor s krozno (realno) frekvenco ® . Za
obravnavo prehodnih pojavov v linearnih vezjih je primernejsa Laplacejeva
transformacija s kompleksno frekvenco s=o+jw .V obeh primerih se
casovni odvodi oziroma integrali preslikajo v mnozZenje oziroma deljenje s
frekvenco:

Casovni prostor Fourier Laplace
flt) - > Flo)=]f(t)e”dt F(s)=[ f(t)e* dt
j=V=1 s=0+jw
L) - ~ joF(o) sF(s)
[fe)de = -~ Flo) SF(s)

R |-
U(t):L'd;(tt) "NI}/\—' U(w)=joLI(w) U(s)=sLI(s)
._C"_.

Jasno moramo pri kateremkoli integriranju meje postaviti tako, da je na



mejah integracije energija v gradnikih, tuljavah L in kondenzatorjih C
enaka ni€ oziroma upostevana v dodatnih integracijskih konstantah. Na
primer, zacCetno energijo v kondenzatorju upostevamo kot dodatno napetost

U, , ki jo pristejemo integralu za napetost na kondenzatorju. Pri uporabi
integralskih transformacij se jasno vprasamo, kaj v resnici pomenijo nove
veli¢ine, spektri I(w) in U(w) oziroma I(s) in U(s) v
pripadajocem frekvenénem prostoru ter kako jih izmerimo?

NajpreprostejsSi zgled je krmiljenje vezja s harmonskim virom ene same
frekvence ® . Izmeni¢no napetost u(t) tedaj opisujeta dva realna
podatka: amplituda U in pripadajoCi fazni kot %uv . Izraz cos (o t+qy)
lahko zapiSemo tudi kot realni del kompleksne eksponentne funkcije. Oba
realna podatka U in @u , ki imata jasno dolocen fizikalni pomen,
zdruzimo v eno samo kompleksno Stevilo U, ki ga imenujemo kazalec
(anglesko: phasor) napetosti:

u(t)=U-cos(wt+p,)=Re[U-e/*-¢’*|=Re[U-e/""] )

. Uu=U-e'*

- | Kazalci

i(t)=I-cos(wt+qp,)=Re|I-e’"-¢/"'|=Re[]-/"] I=I-¢'"

R }+  ult)=Rilt)=Re[Rie"] ~ O=ri
._/VV\_. — di(t)_ 7 . jot o A S
L u(t)—L-T—Re[L‘I']we ] » U=joLI
C 1 ¢, 11 N

— =0 = —_ PR [ U:
o—"—c u(t) C fl(t)dt Re[C I o e’™] TwC

Racunanje s kazalci U in I postane z iziemo uporabe kompleksnih
&tevil silno enostavno. Casovne odvode oziroma integrale zamenja mnoZenje
oziroma deljenje z jw . Integracijske konstante, energije v tuljavah L in
v kondenzatorjih C , smemo zanemariti, saj pri eni sami frekvenci ©®
opazujemo ustaljeno (stacionarno) stanje vezja, ko je kakrsenkoli prehodni



pojav ze izzvenel.

Pri raCunu s kazalci je smiselno uvesti nova pojma impedance Z in
admitance Y .Impedanca Z je kompleksna upornost, ki vkljucuje realno
upornost R inimaginarno reaktanco jX .Admitanca Y je kompleksna
prevodnost, ki vkljuCuje realno prevodnost G in imaginarno susceptanco

jB . Imaginarni veliCini reaktanca jX oziroma susceptanca jB
opisujeta gradnike, ki hranijo energijo: tuljave L in kondenzatorje C .
TaksSne gradnike imenujemo reaktivni gradniki.

Preprost racun s kazalci oziroma spektri integralskih transformacij
odpove, ko tréimo ob nelinearno nalogo. Najpogostejsa nelinearna naloga je
izradun modi. V &asovnem prostoru je trenutna mo¢  p(t)=u(t)-i(t)
zmnozek trenutne napetosti in toka. Pri harmonskem krmiljenju trenutna moc¢
niha z dvakratno frekvenco 2w kot posledica kvadratne naloge, mnozenija
napetosti in toka. Moc lahko v dolo¢enih trenutkih postane tudi negativna, ko
tuljave L in kondenzatorji C vracajo vskladiS¢eno energijo nazaj viru:

u(t)=U-cos(wt+q,)=Re| 0-¢] 0,

Nk
S IV AR
i(t)=1I-cos(wt+qp,)=Re|I-¢'"] v

NI W A W i Y A
\VARRVETAY/

U1

p(t)=u(t)-i(t)=U-I-cos(mt+ch)-cos(wt+cp1):T-[cos(ch—cpI)+cos(2 wt+@y+e,)]

Kompleksna mog  s=p+jo="0 el — UL pue
Navidezna moc |S|:|U-i* _UT _ Pltuax) =P (tym)
2 2 2
Delovna mo¢ P=<p(t)>:Re[U'ZI*]:T‘I.Re[ef(%—W}:T'I.COS((pU_%)
X Ul*| U1 o) U-I
Jalova mo¢ Q=Im[ - ]=T-Im[e’( === sin (9u—0))

Pri racunanju s kazalci U in I je smiselno uvesti nov pojem
kompleksne mo¢i S=P+ jQ . Pri izracunu modci je pomembna razlika med
faznim kotom napetosti in toka %u~%: . Na primer, kompleksna mo€ na
uporu R je povsem delovna in vecja od nic¢, razlika med faznima kotoma



¢y —9;=0 je tedaj enaka ni¢. Reaktivni gradniki, tuljave L in
kondenzatorji C , samo hranijo energijo, ne trosijo pa nobene modi, zato je
kompleksna moc€ na njih povsem jalova in znasa razlika med faznima kotoma
Py—@=%7/2

Razliko faznega kota dobimo z mnoZenjem kazalca napetosti U s
konjugirano-kompleksno vrednostjo kazalca toka I1* .Kerkazalca U in
1* vsebujeta amplitudi, torej vréni vrednosti harmonske napetosti in toka,
moramo rezultat za moc deliti z dva! Deljenje z dva neposredno sledi iz
izracuna povpre¢ne mo&i (p(t)) , ko razstavimo produkt kosinusov v vsoto
in izlo¢imo nihanje modi z dvojno frekvenco 2w .

V praksi pogosto uporabljamo efektivni vrednosti toka [.,=1 /72 in
napetosti U,=U/ V2 , da se izognemo deljenju z dva pri raCunanju modi.

Podobno lahko definiramo tudi kazalca I;ﬁ:f/\/i in lfeff:fJ/\/E . Pri
navajanju oziroma uporabi podatkov v praksi moramo biti zelo previdni, kaj
tocno mislimo: amplitudo (vrsno vrednost) z merskimi enotami  V ali
efektivno (koren povprecja kvadratov, anglesko: root-mean-square ali RMS)
vrednost z merskimi enotami Vs ( Vgrus )?

Da je zmesSnjava popolna, obstajata poleg amplitude in efektivne
vrednosti Se dve dodatni merski enoti za napetost. Napetost vrh-vrh je za

harmonski signal to¢no dvojna amplituda U p,=2U in jo merimo v enotah

Ve (anglesko: volts peak-to-peak). Napetost »emf« (anglesko: electro-
motive force) je efektivna napetost odprtih sponk vira, ki ima notranjo
impedanco Z,=Zy enako dogovorjeni karakteristi¢ni impedanci. Ko je
takSen vir prikljuen na breme Z,=Zy ,velja U, =U,;=2U, .
PripadajoCa merska enota V,.,; se uporablja za opis obcutljivosti radijskega
sprejemnika.

Realni del kompleksne mo&i S=P+jQ je delovha mo&¢ P={(p(t))
oziroma dolgotrajno ¢asovno povpredje trenutne modi. Navidezna mo¢  |S]
opisuje amplitudo nihanja trenutne moci p(t) z dvakratno frekvenco 2w
okoli povpre¢ja P={(p(t)) . Imaginarni del kompleksne moti S=P+jQ
je jalova mo€¢ Q , torej merilo za vskladis¢eno energijo v reaktivnih
gradnikih: tuljavah L in kondenzatorjih C .

V elektrodinamiki si pogosto ne moremo privosciti zgoraj opisanega
razkoSja Crk in oznak frekvencnega prostora. Ko zelimo izrecno poudariti



kazalce, pripadajodi veliCini U in I zapisujemo s streSicami nad velikimi
¢rkami, da jih razlikujemo od enosmernih veliin oziroma amplitud U in

I .V vecini nalog elektrodinamike si razkoSja dodatnih streSic ne Zelimo. Ko
za doloCene veliCine natanc¢no vemo, da so kazalci, zanje uporabljamo kar
velike Crke brez streSic. Na primer, U in I v taksSni nalogi pomenita
kazalce!

Podobno si ne moremo privosciti uporabe treh razlicnihérk P, Q
in S samo za zapis kompleksne moci. V elektrodinamiki uporabljamo veliko
&rko P kar za kompleksno moé. Re[P] je tedaj delovha mo¢, |P|
navidezna mo¢in Im[P] jalova moc. Veliko &rko S v elektrodinamiki
najpogosteje uporabljamo za gostoto kompleksne moci na enoto povrsine z
merskimi enotami W/m? . Realni del, velikost in imaginarni del pomenijo
gostoto delovne mo¢i Re[S] , gostoto navidezne mo&i |S| in gostoto
jalove mo¢i Im[S] .

Koncno je tezava Se s kazalci, ki jih nemarnezi v tuji literaturi imenujejo
kar vektorji namesto pravilnega angleskega izraza phasor. Vektorji so nekaj
povsem drugega, potrebujemo jih za opis nekaterih fizikalnih velicin v tri-
dimenzijskih nalogah. V elektrodinamiki pogosto naletimo na veliCine, ki so
hkrati vektoriji in kazalci, na primer izmeni¢no (harmonsko) elektri¢no polje

E . Kaj takrat to¢no pomeni izraz |E| , je treba razvozljati iz
pripadajoCega besedila oziroma smisla naloge: velikost vektorja (kompleksni
skalar), velikost kazalca (realni vektor) ali oboje (realni skalar)?

Pri meritvi Casovno-spremenljivih fizikalnih veli¢in takoj naletimo na
vprasanje merjenja Casa oziroma tocne sinhronizacije. Osciloskop lahko
pravilno prikaze trenutne veli¢ine, na primer napetost u(t) oziroma tok

i(t) samo v primeru, da natan¢no poznamo ¢as t , torej poskrbimo za
pravilno prozenje ¢asovne baze osciloskopa.

Sam osciloskop vecinoma ne vsebuje neke silno natancne oziroma
absolutne (atomske) ure za dolocanje ¢asa t . Se slab$o natan¢nost
dolo¢anja ¢asa t lahko pri¢akujemo od kakrénegakoli merjenca. Casovno
bazo osciloskopa zato najveckrat prozimo kar na sam merjeni signal, na
primer napetost u(t) . Casovno bazo osciloskopa lahko proZimo na nek
drug signal v vezju, na primer na tok bremena i(t) , ki je v neposredni
zvezi z merjeno veli¢ino, na primer napetost na istem bremenu u(t)

V frekvenCnem prostoru se vprasanje dolocanja Casa preslika v
vprasanje dolo¢anja faze neke merjene kazalCne veliine. Preprost izmenicni



voltmeter meri samo amplitudo napetosti oziroma velikost kazalca |f]| in jo
prikaze v dogovorjenih merskih enotah V' ali Vg ( Vrus )ali Vpp .
Izmenicni voltmeter v svoji notranjosti meri povprecje kvadratov, torej
povprecno izmenicno moc, saj se informacija o absolutni fazi kazalca
napetosti {J popolnoma izgubi pri povprecenju!

Podobno kot ve¢inoma ne moremo meriti absolutnega ¢asa t |,
vecinoma ne moremo meriti niti absolutne faze @ neke kazalCne velicine. V
frekvencnem prostoru opazujemo hitrejSe pojave v daljSih ¢asovnih razdobijih,
torej je naloga dolocanja absolutne faze Se tezja. Frekvenca najboljSe
atomske ure, ki jo znamo danes izdelati, relativno odstopa A f/f~+10""" .
Ce dve taki enaki, ampak popolnoma neodvisni atomski uri vgradimo v
merjenec in v merilnik, lahko pri nazivni frekvenci f=1GHz=10"Hz
odstopanje faze preseze A=A w-t>10rd Ze po enem dnevu!

Relativnho odstopanje frekvence telekomunikacijskih naprav je v
velikostnem razredu Af/f~=+10"° , merilniki so kvejemu za en velikostni

razred boljSi. Meritev absolutne faze je tem primeru popolnoma nesmiselna.
Vse, kar lahko prakti¢no izmerimo, je relativna faza oziroma fazna razlika med
dvema izmenicnima signaloma iste frekvence ® s kazal¢nim voltmetrom:

lua(t)=U 4-cos(wt+q,)| 0 _UZA
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KazalCni voltmeter



Preprost kazalCni voltmeter na sliki uporablja mnozilnike in
nizkoprepustna frekvencna sita. Ce oba vhoda mnoZilnika krmilimo z istim
signalom u(t) , dobimo na na njegovem izhodu u’(t) in po povpreenju
v nizkoprepustnem situ srednjo vrednost kvadratov  (u’(t)) , torej kvadrat
efektivne vrednosti. Ce na vhoda mnozilnika pripeliemo razli¢na signala

u A(t) in uB(t) , dobimo na izhodu nizkoprepustnega sita poleg amplitud
obeh signalov &e kosinus fazne razlike cos(@,— ;)

Kazalcni voltmeter je dosti bolj komplicirana naprava od obicajnega
izmeni¢nega voltmetra tako za izdelavo kot pri praktic¢ni uporabi. Kazalcni
voltmeter ima vsaj dva neodvisna vhoda (dva para prikljucnih sponk) in lahko
meri edino fazno razliko med njima, ne more pa meriti absolutne faze. Glede
na notranjo obdelavo signalov (analogno oziroma Stevilsko racunanje) lahko
kazalCni voltmeter prikaze samo eno amplitudo, obe amplitudi oziroma njun
kvocient v linearnih ali logaritemskih merskih enotah.

Kazalcni voltmeter izdelovalci merilne opreme pogosto imenujejo
»vektorski voltmeter«. Strogo gledano je taksno ime neupraviceno, ker je
elektricna napetost v vsakem primeru skalarna veli¢ina, kve¢jemu merimo
kazalec napetosti. S pojmom »skalarni merilnik« oznacujejo izdelovalci
merilnik amplitude, ki ne zna meriti faze. Skalarni analizator vezij (Scalar
Network Analyzer ali SNA) torej meri samo amplitudo prevajalne funkcije

|H (0)|=|U 1500/ Uynop|  (razmerje amplitud). Vektorski analizator vezij
(Vector Network Analyzer ali VNA) meri amplitudo in fazo prevajalne funkcije,
torej celoten H (0)=U uop!Uvsop  (kompleksno razmerje kazalcev).

Pri meritvi celotnega frekvenénega spektra F(w) je doloéanje faze
Se veliko bolj zahtevno kot pri meritvi na eni sami frekvenci ® . Vecina
merilnikov spektra, napravo imenujemo spektralni analizator (Spectrum
Analyzer ali SA), meri samo amplitudo frekvenénega spektra |F ()|
oziroma valovno-dolZinskega spektra |F ()| . Spektralni analizatoriji
vecinoma sploh niso opremljeni s kakrSnimkoli vhodom, ki bi omogocal
prozenje oziroma sinhronizacijo meritve faze na zunanjo referenco.

Pri zelo visokih frekvencah, na primer v opti¢nih komunikacijah
f~200THz=2-10"Hz ( A=c,/f~1.5um ), je amplituda
frekvenénega |F(w)| oziroma valovno-dolzinskega |F(A)| spektra celo
edina velicina, ki jo sploh lahko merimo. Na tako visokih frekvencah ne
moremo meriti niti faze spektra F(w) niti elektri¢nega polja E(t)
oziroma kakrsnihkoli drugih veli¢in v casovnem prostoru. Omejitve nase
merilne tehnike torej dajejo dodaten pomen frekvencnemu prostoru, kjer



lahko merimo vsaj amplitudo spektra, za razliko od ¢asovnega prostora, kjer
na visokih frekvencah ne znamo izmeriti nicesar.

V frekvencnem prostoru so slabljenja in ojacanja lahko zelo visoka
razmerja z razponom amplitud tudi ve¢ kot 1:10° oziroma razponom moci
ve€ kot 1:10" . Povrhu reitev telegrafske enacbe in Stevilnih drugih nalog

navajajo slabljenje v logaritemskih enotah. Logaritemske merske enote Nepri
za razmerje amplitud in decibeli za razmerje moci so zato zelo priljubljene in
prakti¢no uporabne:

Neper | 0| Logaritemske enote za mo¢
a N =
Np ‘Uz‘ p .
oo |U|2 PdBmZIO-log im PdBWZIO'IOgW
~2z, |Ul=v2zP
- 1kW =60 dBm =30 dBW
Pl B
Iw=p T2 P, 1W=30dBm=0dBW
1mW =0dBm=—30dBW
- P
Decibel adB:10~logFI 14 W =-30dBm=—60dBW
2
A ) 1nW =—60dBm=—90dBW
=10-1 Ulz—zol Ui
ap= 07085 | =085 1pW=-90dBm=—120dBW
. 1fW=—120dBm=—150 dBW
_20 |U]_ 20
®71n10 |U,| 2.3026 ™

Logaritemske merske enote

Nepri [Np] navajajo slabljenje ay, oziroma ojacanje kot naravni
logaritem razmerja amplitud napetosti (toka, polja, pritiska, hitrosti). Ker so
pri izbrani (karakteristi¢ni) impedanci Zx moci sorazmerne kvadratom
pripadajoc¢ih amplitud, moramo razmerje moci koreniti oziroma razpoloviti
rezultat naravnega logaritma. ReSitve telegrafske enacbe in drugih nalog
dajejo rezultat kot naravni logaritem razmerja amplitud, torej so Nepri tu
naravna merska enota. Nepri postanejo nerodni za uporabo, ko imamo vec

razli¢nih vrst vodov z razlicnimi karakteristicnimi impedancami Zy , saj so
vezani na razmerja napetosti oziroma polja.

Decibeli [dB]| navajajo slabljenje a,; oziroma ojacanje kot



desetkratnik desetiSkega logaritma (delovne) moci. Pri izbrani (karakteristicni)
impedanci Zx moramo za izraun decibelov razmerje amplitud najprej
kvadrirati oziroma pomnozZiti desetiski logaritem razmerja amplitud z 20 .
Decibeli uporabljajo vsem preprosto razumljiv desetiski logaritem, razmerije
modi pri tem ni vezano na neko karakteristicno impedanco Zx niti na vrsto
prenosnega voda oziroma valovanja.

Pri pretvorbi iz Neprov v decibele upoStevamo drugac¢no osnovo
logaritma, pretvorbo razmerja amplitud v razmerje moci in dogovorjeni
desetkratnik za decibele. Decibel je misljen kot desetina (deci) merske enote
Bell. Skupaj dobimo faktor 20/In10 . Obratno vrednost istega faktorja
uporabljamo pri pretvorbi iz decibelov v Nepre.

Logaritemske merske enote pogosto uporabljamo tudi za modi,
napetosti, tlake (zvoka) in druge fizikalne veli¢ine. Ker logaritem deluje na
razmerje, si moramo izbrati neko referencno moc¢, napetost itd, glede na
katero zapiSemo razmerje v decibelih. Pri tem je najpogosteje uporabljana
merska enota [dBm| za elektriéno mo¢ v primerjavi z referenéno mo&jo

Prep=1mW

Manj znana, a bolj smiselna enota za elektri¢no mo¢ je [dBW] , to je
moc glede na referenco Pr.z=1W . Merska enota [dBuV] lahko
pomeni napetost oziroma moc. Moc je misljena v razmerju z referencno
mocjo, ki jo predstavlja napetost U,;=1u V. na karakteristicni impedanci

Z,=75Q |

Logaritemske merske enote niso uporabne za fazo! Fazo, bolj to¢no
razliko faze vedno navajamo v radianih v neposrednih reSitvah enacb oziroma
v stopinjah v rezultatih meritev. Kazalcno veli¢ino merilniki najpogosteje
prikazujejo kot amplitudo v decibelih in hkrati pripadajoco fazo v stopinjah.

%k % % % X



5. Smithov diagram

Podobno kot ostale elektrotehnicne naloge lahko prenosne vode
obravnavamo v ¢asovnem prostoru oziroma v frekvenénem prostoru.
Obravnava voda v frekvenénem prostoru je povsem smiselna, ko z vodom
prenasamo razmeroma ozkopasovne signale s pasovno Sirino Af < f,
dosti manjSo od osrednje frekvence, kar je pogost primer v radijskih
oddajnikih in sprejemnikih. Obravnava izgub prenosnega voda je bolj
preprosta v frekvenénem prostoru. Kon¢no nam obravnava v frekvencnem
prostoru prinese nov vpogled v delovanje prenosnega voda, tako v teoriji kot
pri prakti¢nih meritvah.

V frekvencnem prostoru, bolj to¢no pri krmiljenju s harmonskim virom
ene same frekvence ® , trenutni veli¢ini napetost u(z,t) intok i(z,t)
zamenjata kazalca napetosti U(z) in toka, ki ju tu pisemo brez stresic.
Casovne oziroma frekvenne odvisnosti posebej ne zapisujemo, saj k
vsakemu kazalcu sodi zraven &len ¢’®* . Slednjega po dogovoru ne
zapisujemo, saj se v linearnih enacbah vedno natancno krajsa.

Telegrafsko enacbo prevedemo v frekvencni prostor tako, da vse
odvode po Casu zapiSemo kot 0/0t=jw . Ostanejo nam seveda odvodi po
dolzini 0/0z . Kazalca napetosti U(z) intoka I(z) sta funkciji ene
same spremenljivke z , torej lahko delne odvode 0/0z=d/dz piSemo
kot navadne odvode.

Pri reSevanju sklopljenih diferencialnih enacb za kazalca napetosti
U(z) intoka I (z) uporabimo namig iz Casovnega prostora, kjer je
prostorska odvisnost zelo podobna funkcija ¢asovni odvisnosti. Enacbi
poskusimo resiti v frekvencnem prostoru tako, da predpostavimo odvisnost
od spremenljivke z vobliki ¢™** .Pritemje k lahko poljubna
konstanta, tudi kompleksna. Konstanta k ima sicer globlji fizikalni pomen,

da si zasluZi svoje lastno ime: valovno Stevilo.

Z uvedbo valovnega Stevila k piSemo odvode po dolzini z v obliki
d/dz=Fjk .Predznak - ali + izbiramo v frekvenénem prostoru na
povsem enak nacin kot v asovnem prostoru, torej resitev za napredujodi ali

odbiti val. Drugi odvod po spremenljivki z ima vedno enak predznak
d’/dz’=—k> ne glede na to, ali gre za napredujoci oziroma odbiti val.



Z uvedbo valovnega Stevila k in poenostavitvijo odvodov po dolzini
z postane resitev telegrafske enacbe v frekvenénem prostoru silno
preprosta, ne glede na to, ali upostevamo izgube ali ne:

Vod z izgubami Brezizgubni vod
1(z) R=RIl-dz  [(,44,) 1(z) I(z+dz)
N L=L/l-dz /_é\
lU(Z) S lU(z+dz) lU(z) li
C:C/l-dz_l_ I C:C/l-dz_l_ S
@ S o @ o
d[{jz(z):_j(L)L/l-I(Z)—R/l.I(Z) dZU(Z):—(DzL/I-C/l-U(Z)Z—kZU(Z)
dz’
dz(z):—ij/l-U(z)—G/l-U(z)
z k=B=wvL/I-C/I=2
dQU(Z)_ . . . Y
0 =(joL/I+R/1)(joC/I1+G/1)U(z)=—k’U(z) U(z)=Uy(0)-e #+U (0)-€"1%

k:B—]OL:\/—(_](DL/l+R/I)(J(J)C/I+G/l) u(z’t):Re[UN(O)_ej(wt—ﬁz)_l_UO(O).ej(wH[Sz)}

Ul(z)=Uy(0)-e *-e’"+U,(0)-e"*"e P’

Odbiti
(povratni)
val

- e

Ll(Z,t):Re[UN(0)'e_al'ej(mt_ﬁz)+Uo(0)-eﬂll-ej(wHﬁl)]

Brezizgubni vod ima povsem realno valovno Stevilo k . Valovno Stevilo
k brezizgubnega voda opisuje samo spreminjanje faze kot funkcija dolzine
z . Valovno Stevilo je tedaj kar enako fazni konstanti k=f3 , ki ima merske
enote rd/m (radiani na meter). Povsem jasno faza napredujocega vala
zaostaja z dolzino e ’** , faza odbitega vala pa napreduje z dolzino e*/F* |
Pri krmiljenju s harmonskim virom ene frekvence ® lahko na
prenosnem vodu uvedemo pojem valovne dolzine A . Valovna dolzina je
tista razdalja, ko se faza kazalcev napetosti U(z) intoka I(z) ponovi
oziroma naredi polni krog f-A=2x . Valovno dolzino lahko izraCunamo iz
fazne konstante oziroma iz hitrosti valovanja: A=2xn/f=2av/o=v/f .

Vod z izgubami ima kompleksno valovno Stevilo k=p—jo . Realni del
valovnega $tevila je tudi v tem primeru fazna konstanta B=Re[k] , ki ima
povsem enak fizikalni pomen kot pri brezizgubnem vodu. Imaginarni del

o=—Im[k] opisuje slabljenje voda na enoto dolZine v logaritemskih
merskih enotah Np/m (Nepri na meter). Slabljenje napredujoCega vala v



smeri +z zapiSemo kot e ?* , slabljenje odbitega vala v smeri —z pa
kot ™% .

Na povsem enak nacin kot v ¢asovnem prostoru tudi v frekvenénem
prostoru poimenujemo razmerje med odbitim in napredujocim valom
odbojnost r'=u,(z)/U,(z) . Razmerje dveh kazalcev je seveda
kompleksno &tevilo, ki je funkcija polozaja I'=I'(z) . Na brezizgubnem
vodu se spreminjata samo fazi napredujocega vala UN(z ) in odbitega vala

U,(z) . Absolutna vrednosti kompleksne odbojnosti |I'(z)| oziroma
velikost odbojnosti se vzdolZ brezizgubnega voda ne spreminjal!

Kompleksno odbojnost I na prikljunih sponkah bremena
izra¢unamo na podoben nacin kot v ¢asovnem prostoru, le da upornost
bremena R v frekvencnem prostoru nadomesti impedanca bremena Z .
Karakteristi¢no impedanco Zy brezizgubnega voda izraCunamo v
frekvencnem prostoru na povsem enak nacin kot v casovnem prostoru.
Povsem jasno se predznak odbojnosti zamenja pri racunanju z dualnimi
veli¢éinami, admitanco bremena Y in karakteristicno admitanco prenosnega

voda Yy :

NapredujocCi val Odbiti val Brezizgubni vod
I' Iy(z) —1I,(z) Breme  Ux(2)=Uy(0)e"
v g > < '_>_| .
yA /;\ ZK /: I Z UO(Z):Uo(O)‘e+JﬁZ
—»> | = = U
r’ =) p = Fl ﬂ_—UO_Z [
= =7,.=
Z!O Zgl IN IO C/l

Z-Zy Y=Y Upll)

. r -
N S Z+Z, Y +Y U,(I)
Pasivno breme

L
L

Uo(0)
U,(0)

: : Ir<1

‘- i1 1+7'
"- 2 l ," Z':Z .
N y “1-1

=T-e

Re[Z]=R=0 r'=

. 1 Z_ZK —j2Bl1
~~~~~~~~~~ + e .
N sy Z+7, __ Zcos(Bl)+jZ,sin(Bl)
K l—ﬁ-eﬂm K 7 cos(Bl)+jZsin(pl)
Z+Z,

Smith-ov diagram

Kakrénokoli pasivno breme Re[Z]=R=>0 ima velikost odbojnosti



<1 vedno manjSo ali enako enoti. Odbojnost kakrsnegakoli pasivhega
bremena lahko torej prikazemo v kompleksnem diagramu znotraj enotnega
kroga! TakSen prikaz odbojnosti imenujemo Smithov diagram. Na Smithovem
diagramu imamo pogosto vrisane tudi krivulje za delovni in reaktivni del
impedance Z=R+jX oziroma admitance Y=G+jB :

Smithov diagram:
impedanca/admitanca v merilu odbojnosti
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Velikost odbojnosti II'l  pogosto izrazamo v logaritemskih enotah.
Veligino T 45=20-log|(|U,|/|U||=20-logITl imenujemo tudi prilagoditev
ali povratno slabljenje (anglesko: Return Loss ali RL).

Komplicirapi raCuni izmenicCnih vezij postanejo v Smithovem diagramu
silno preprosti. Ce med breme in vir vstavimo prenosni vod dolzine [ z
znano karakteristicno impedanco Zx , se vzdolz voda spreminja samo faza
odbojnosti. Bolj to¢no, odbojnost se zavrti nazaj za dvojni kot 21 faze
napredujoCega oziroma odbitega vala.

Postopek racunanja na brezizgubnem vodu je naslednji. Najprej iz
impedance bremena Z dolo¢imo odbojnost bremena I' . Vir vidi
preslikano odbojnost T''=T"-e ’*!' , kar predstavlja vrtenje odbojnosti v
Smithovem diagramu. Koncno iz preslikane odbojnosti I"' izraCunamo
nazaj preslikano impedanco Z' , ki jo obcuti vir.

Celotno preslikavo impedance bremena Z v impedanco Z' , kijo
obCuti generator, lahko na brezizgubnem vodu zapiSemo s preprosto enacbo.
Ko je dolZzina voda [=m-A/2 celostevilski mnogokratnik polovice valovne
dolZine, se impedanca preslika v povsem enako vrednost Z'=Z7 .
Odbojnost I'(z) naredi takrat celo &tevilo polnih krogov v Smithovem
diagramu.

Ko je dolZina voda lihi mnogokratnik Cetrtine valovne dolZine
I=(2m+1)-A/4 , se impedanca invertrav Z'=Z%/Z . Invertiranje
pomeni zasuk za pol kroga v Smithovem diagramu. Pri invertiranju se kratki
stik Z=0 preslika v odprte sponke Z'=oo . Velja tudi obratno, odprte
sponke se pri invertiranju z vodom dolzine A\/4 preslikajo v kratek stik.

Vod dolzine A/4 , ki ima na enem koncu odprte sponke in je na
drugem koncu kratko sklenjen, se obnasa kot vzporedni LC nihajni krog
uglasen na frekvenco ® . Elektri¢ni nihajni krog s porazdeljenimi gradniki

L/l in C/l imenujemo tudi Cetrt-valovni rezonator.

Iz napetosti U(z) intoka I(z) na prenosnem vodu izratunamo
kompleksno mo¢ P . Kompleksna mo¢ vsebuje delovho mo¢ Re[P] in
jalovo mo¢ Im|[P] . Delovna mo¢ natanéno ustreza razliki moci
napredujodega in odbitega vala Re[P|=P,—P,, :



Napredujoci val Odbiti val

Brezizgubni vod

P
Iy(z) —p —Iy(2)
O - @ 1(2)=1,(2)+I,(z)
= = £ -
S P, S % r UN(Z):_UO(Z):ZK:\/L_/I
- o 1,2 I,(2) cli
z=0 z=1
Ulz)-1

—M—l L, iBz LHiBz, UN(O)* +]|3Z_Uo(0) Bz
p=—2 5= [U(0)e M U(0) ] 2 =
2 2 : Uy(0)-Up(0)*=|Uy-Ug|-e '
P:‘UNl _|UO| +-‘UN UO“SiD(ZBZ"‘(p) N( O( | N O| 5 ..
24k [24k © I« Uo(0)-Ux(0)*=[Uy-Uo-e”*  MOoCi valov

Energija
stojnega
vala

Re[P]=P,—P,
P,=IT"-P,

Re[P]=P,-(1-1T)
Napredujo€a mocC Odbita mocC

Skupna energija W=W,+W_, na prenosnem vodu je enaka vsoti
energije napredujocega vala in energije odbitega vala. Napetost in tok na
prenosnem vodu sta kazalCni vsoti napetosti in tokov posameznih valov.
Pripadajoci interferencni pojav imenujemo stojni val. V stojnem valu visek
energije niha naprej-nazaj po prenosnem vodu. Magnetna energija v
porazdeljeni induktivnosti L/l se pretvarja v elektricno energijo v
porazdeljeni kapacitivnosti C/I in obratno. Nihajoco energijo opisuje jalova
mo¢ Im[P] na prenosnem vodu.

Stojni val najenostavneje opiSemo na brezizgubnem vodu. Kazalca
napetosti napredujocega UN(z) in odbitega UN(Z) vala se na
dolocenih mestih (Zl) sofazno sestevatav U ,,.x , na nekaterih drugih
mestih  (z,) pa protifazno odstevata v U,y . Razdalja med sosednjima
maksimumom in minimumom napetosti z,—2z,=A/4 je enaka Cetrtini
valovne dolzine.

Stojni val amplitude napetosti |[U(z)| predstavlja ovojnico, pod
katero se plazi sinusno valovanje s hitrostjo v od izvora k pasivhemu
bremenu. Med plazenjem se amplituda valovanja stalno prilagaja tako, da se
valovanje natancno dotika, a nikjer ne seka ovojnice stojnega vala. Ovojnica

[U(z)| nima sinusne oblike, minimumi oziroma globeli so oZje, maksimumi



oziroma hrbti pa SirSi v linearnem merilu za amplitudo.

Ce se frekvenca vira ® niti gradniki vezja s ¢asom ne spreminjajo,
ostaja ovojnica |U(z)| popolnoma nespremenjena vedno na istem mestu.
Od tod ime stojni val:

Napredujodi val Odbiti val Im[U]y
z=0 IN(Z) I(Z) —IO(Z) z=l Uo(zz)
+ > @
= = g UN(ZZ)
= 3 o| T UzAwN Re|U
9 s Ul bi sl v e[U]
® o UN(ZI)
U (z) Brezizgubni vod
A Unax _ Tyax * UO(ZI)
p= :I UMAX

U yax Uiy MIN
= Uyax =|U o[ #|U o|=[U y-(1+171)

U VA
- Z)p 7 > U,y =[Uy|~|Uq|=|U|-(1=1T)
L) . Stojni vall T
A Vv M Y =R

I
IMAX \/\V/\/\/\/\ 1>in=L—1 1<imi=P*L
MIN = _p+1 = _p—l

Z
> Pasivno breme Aktivno breme

Podoben stojni val kot amplituda napetosti |U(z)| ima tudi amplituda
toka |I(z) . Polozaji maksimumov toka (z,) pri tem sovpadajo s poloZaji

minimumov napetosti. Obratno polozaji maksimumov napetosti (Zl)
sovpadajo s polozaji minimumov toka. Energija niha z dvakratno frekvenco

2w med hrbti toka in hrbti napetosti. Energija se kopici v obliki magnetne
energije v porazdeljeni induktivnosti L/l v okolici hrbtov toka oziroma v
obliki elektricne energije v porazdeljeni kapacitivnosti C/I v okolici hrbtov
napetosti.

Na brezizgubnem vodu lahko dolo¢imo razmerje stojnega vala
(angledko: standing-wave ratio ali SWR) oziroma valovitost P=U yux/U yix
kot razmerje med maksimumom in minimumom iste veliine, amplitude
napetosti |U(z)| ali amplitude toka |I(z)| . Dodatno se v slovenski
literaturi za razmerje stojnega vala P uporablja tudi dokaj ponesrecen izraz
»neubranost«. Valovitost P lahko neposredno izracunamo iz velikosti



odbojnosti 1Tl . V obratni smeri dobimo iz P dve razli¢ni (reciprocni)
vrednosti za II'l za pasivno oziroma aktivho breme.

Valovitost P je sicer neimenovano razmerje, ki se lahko giblje v
mejah 1<p<oo . Uporaba veli¢ine P je vezana na starodavne merilne
pripomocke, ki so neposredno opazovali stojni val na merilnem vodu. Danes
je bolj smiselno uporabljati velikost odbojnosti 'l  oziroma vsaj preracunati
vanjo rezultat meritve P , Ce Ze ne znamo izmeriti celotne kompleksne
odbojnosti  I' . Pozor, fizikalna veliCina valovitost P sploh ne obstaja na
prenosnih vodih z izgubami!

V resnicnem prenosnem vodu moramo upostevati tudi izgube. Kovinski
vodniki dodajajo od nic razliéno zaporedno upornost R(oo) , ki je funkcija
frekvence. Nebrezhibna izolacija dodaja vzporedno prevodnost G(w) , ki je
prav tako funkcija frekvence. Pri eni sami frekvenci ® smemo privzeti, da
sta upornost vodnikov na enoto dolzine R/l in prevodnost izolacije na
enoto dolzine G/l konstanti:

Napredujoci val Odbiti val Majhne izgube

Iy(z) —I,(z) Breme R/l< LIl
> = G/1=~0

I
7
A
I K\
@

z=1 : B~wVL/I-C/l
V Ziz mi = M
AIm[T] 0d z izguba Zx Vjocll+GIl 4R/

27,
e ‘ k=p—jo=vV—(joL/I+R/1)-(joC/1+GII)

R Avel
N i Re[T] Stojni val a>0
& o
/ Ud2)=U, (o) e

R UO(Z)ZUO(O)-emZ-e”BZ

~
=
=

p—— nedeﬁnil an!
2ol —j2pl
a e j2p

I'=TI"e

Vod z izgubami 0 Uo(z) 1z

Resni¢ne vode skusamo graditi tako, da bi bile izgube ¢im manjse.
Dielektrike znamo izdelati zelo dobre, kondenzatorji v sodobnem pomnilniku
FLASH zadrZijo informacijo tudi 100let! Zal nimamo dobrih prevodnikov, tok v
kratko-sklenjeni tuljavi iz bakrene Zice se razpolovi ze v milisekundi. Celo tok



v zanki iz supra-prevodnika se razpolovi v enem tednu.

V dobro izdelanem prenosnem vodu smemo zanemariti prevodnost
izolacije G/I~0 . Upornost vodnikov R/l je v zanimivem frekvenénem
podrocju za telekomunikacije f>=1MHz za vec velikostnih razredov
manjsa od induktivne reaktance w L/l .V vecini primerov smemo za
karakteristicno impedanco Zx in fazno konstanto [ uporabiti kar

enostavne izraze za brezizgubni vod. Za slabljenje smemo uporabiti priblizen
izraz o=R/1/(2Z,) .

Na izgubnem prenosnem vodu se spreminjata faza in amplituda
odbojnosti F(z) . Napredujoci val UN(Z) je slabljen v smeri +z proti
bremenu, odbiti val Uo(z) pa je slabljen v nasprotni smeri —z proti
viru. Velikost odbojnosti  |T'(z)| je najve¢ja na (pasivnem) bremenu in
upada proti viru. Kompleksna odbojnost I'(z) tedaj opige logaritemsko
spiralo v Smithovem diagramu. Na resnicnem vodu z majhnimi izgubami

naredi logaritemska spirala dosti ve€ ovojev in sama spirala je gostejsa, kot je
to prikazano na sliki!

Preslikavo impedance bremena Z na tisto, kar vidi vir Z' ,
doloCimo podobno kot na brezizgubnem vodu. Najprej iz impedance Z
izraCunamo odbojnost bremena I' . Nato odbojnost bremena zavrtimo in
oslabimo po spirali v Smithovem diagramu do prikljucka vira

'=I-e **.e?P'  Konéno iz preslikane odbojnosti '’ izraéunamo
preslikano impedanco Z' , kar vidi vir.

Tudi na vodu z izgubami se v primeru neprilagojenega bremena
I'#0 vzpostavi stojni val kot interferenca napredujocega vala UN(Z) in

odbitega vala Uo(z) . Stojni val ima minimume in maksimume. Tudi na
izgubnem vodu velja, da globeli napetosti sovpadajo s hrbti toka in obratno,

globeli toka sovpadajo s hrbti napetosti.

az

Zaradi razlicnih smeri slabljenja napredujoCega vala e “* v smeri
+z oziroma odbitega vala e™“* vsmeri —z so hrbti stojnega vala
napetosti (toka) naceloma razli¢no visoki. Prav tako so globeli stojnega vala

napetosti (toka) razlicno globoke. Na vodu z izgubami zato razmerje stojnega
vala P sploh ni doloceno!

Stojni val pomeni tudi v primeru voda z izgubami dodatno energijo, ki
niha naprej-nazaj po prenosnem vodu. ViSek energije pomeni Se dodatne



izgube na vodu z izgubami. Neprilagojeno breme I'#0 torej pomeni Se
dodatno slabljenje voda v primerjavi s slabljenjem voda do prilagojenega
bremena I'=0 . Poleg popacenja signalov zaradi zvonjenja je povecano
slabljenje neprilagojenih bremen dodaten razlog za skrbno prilagoditev
bremen in virov na karakteristicno impedanco voda Zjy .

Resitev telegrafske enacbe za vod z izgubami v frekvenénem prostoru
nam neposredno daje slabljenje valovanja na enoto dolZine oc:aNp/ [ .V
primeru dobro prilagojenega vira in bremena je odbiti val zanemarljiv,
slabljenje a=a Np/ | tedaj kar prestavlja celotno slabljenje voda med virom
in bremenom. V praksi nas zanima slabljenje v decibelih na enoto dolzine,
torej au/1=0-20/In10

Odbojnost I' lahko merimo v frekvenénem prostoru s povsem enakim
mosticem kot v ¢asovnem prostoru. Seveda moramo imeti primeren vir in
primeren voltmeter. Prav od vrste voltmetra je odvisno, kaj lahko z mosticem
merimo. Navaden izmenicni voltmeter meri samo amplitudo napetosti, torej z
njim lahko izmerimo samo velikost odbojnosti IT'l . KazalCni voltmeter meri
amplitudo napetosti in razliko v fazi do neke reference (vira), z njim lahko v
celoti izmerimo kompleksno odbojnost T .

V ozjem frekvencnem pasu si lahko privosc¢imo Se drugacna vezja
oziroma naprave, ki znajo loCiti med napredujocim in odbitim valom ter
vnasajo manjse slabljenje signalov od merilnega mostica. Zelo pogosta
naprava za merjenje odbojnosti v radijski tehniki je smerni sklopnik, bolj
natancno protismerni sklopnik.

Protismerni sklopnik vsebuje oklop za dva vodnika. Vsak vodnik ima
lastno porazdeljeno kapacitivnost C, in induktivnost L . Med vodnikoma
obstaja magnetni sklop preko porazdeljene medsebojne induktivnosti M in
elektricni sklop preko porazdeljene kapacitivnosti Cg . DolZina sklopnika je
obicajno krajsa od Cetrtine valovne dolzine I<A/4 .

Medsebojna kapacitivnost C; in lastna kapacitivnost sklopljenega
(spodnjega) voda C, delujeta kot kapacitivni merilni delilnik za napetost

U na glavhem (gornjem) vodu. Medsebojna induktivhost M deluje kot
tokovni merilni transformator za tok I na glavhem (gornjem) vodu.

Kapacitivni merilni delilnik in tokovni merilni transformator sta v
protismernem sklopniku vezana tako, da dobimo vsoto oziroma razliko
vzorcev napetosti in toka. Primerno utezena vsota U+Z4-I je sorazmerna



napredujo¢emu valu. Primerno utezena razlika U—Zg I je sorazmerna
odbitemu valu.

Medsebojna faza med opisanima magnetnim in elektri¢énim sklopom
(glej pike pri tuljavah!) je taksna, da se valovanje iz enega (gornjega)
vodnika sklaplja v drugi (spodnji) vodnik v obratni smeri potovanja istega
valovanja, kar imenujemo protismerni sklop:

! N4 A2

Protismerni sklopnik

V smernem sklopniku Zelimo sklop valovanja samo v eni, znani smeri. V
protismernem sklopniku torej zelimo samo protismerni sklop in ne zelimo
sosmernega sklopa. Razmerje med Zeljenim protismernim sklopom in
nezeljenim sosmernim sklopom imenujemo smernost sklopnika.

Spodnii (sklopljeni) vodnik zaklju¢imo na obeh koncih na njegovo
karakteristicno impedanco Zx . Na voltmetrih dobimo napetosti ki so
sorazmerne napredujo¢emu valu a|U,| in odbitemu valu a|U,| , kjer je

a konstanta sklopnika. Slednja je frekvencno odvisna in doseze najvecjo
vrednost pri dolzini sklopnika [I=A/4 . Homogen dielektrik € omogoca

preprosto doseganje visoke smernosti, to je popolno izni¢enje sosmernega
sklopa v protismernem sklopniku v Sirokem frekvencénem pasu.

Povsem enako kot pri mosticu je tudi pri smernem sklopniku rezultat



meritve odvisen od vrste uporabljenih voltmetrov. Navadna izmenicna
voltmetra merita samo amplitudi napetosti, torej z njima lahko izmerimo
samo velikost odbojnosti II'l . KazalCni voltmeter meri amplitudi obeh
napetosti ter medsebojno fazo, z njim lahko v celoti izmerimo kompleksno

odbojnost T' .

%k %k %k % X



6. Vektoriji in koordinate

Povsem natancen opis eno-dimenzijske naloge elektrodinamike je
izvedljiv s porazdeljenimi tuljavami, kondenzatorji in upori. Vse velicine
vkljucno s tokovi in napetostmi so skalarne veli¢ine. Skalarno veli¢ino
opiSemo z enim samim Stevilom, realnim oziroma kompleksnim (kazalec), ki
ima dolocene merske enote. Prave naloge elektrodinamike seveda imajo tri
dimenzije v prostoru, kjer opis s skalarnimi veli¢inami ne zadosca vec.

Prave tri-dimenzijske naloge vsebujejo vektorske veliine. Vektor ima
velikost in smer. V treh dimenzijah so to tri neodvisna Stevila s pripadajocimi
merskimi enotami, tri realna oziroma tri kompleksna, ¢e nalogo reSujemo v
frekvenCnem prostoru in je vektor hkrati tudi kazalec. V izogibanje zmeSnjavi
vse vektorske veliCine vedno oznacimo s puscCico nad ¢rko (imenom), da jih
razlikujemo od skalarnih veli¢in. Isto ¢rko (oznako) brez p_gééice najpogosteje

(ampak ne vedno!) uporabimo za velikost vektorja A:|A|
Fizikalne naloge zahtevajo razliCne raCunske operacije z vektorji: izracun

dolzine (velikosti) vektorja, sestevanje (odstevanje) vektorjev ter dve razlicni
mnozenji vektorjev:

Sestevanje vektorjev Velikost vektorja
$
Al=vVA-A

A +B|=v|A[+|Bf+2|A|B|cos o

Vektorski produkt

Skalarni produkt

el
’
’
J
y

=i

v|=|ox 7| =13l |7|sin o

FXO=—V=—0OXT Desni vijak!



Povsem enako kot skalarne veliCine moremo med sabo sestevati le
vektorje, ki imajo enake merske enote. Velikost vsote dobimo iz kosinusnega
izreka, kjer upoStevamo kot med vektorjema < . Smer vsote je vedno med
smermi obeh vektorjev, ki smo ju sesteli. Zaporedje vektorjev je pri
seStevanju nepomembno.

Skalarni produkt (oznacen s piko, anglesko: dot product) sreCamo v
Stevilnih fizikalnih nalogah. Na primer, opravljeno delo W je skalar, bolj
tocno skalarni produkt vektorja sile F in vektorja poti S . Vmesni kot

o doloca velikost skalarnega produkta, ki je lahko tudi ni¢ pri ao=mx/2 ali
celo negativen pri a>mt/2 . Pri skalarnem produktu smemo oba vektorja
med sabo zamenijati, ker to ne vpliva na rezultat. Skalarni produkt istega
vektorja samega s sabo najveckrat uporabimo za izraCun velikosti vektorja

[Al=VA-A .

Vektorski produkt (oznacen s krizcem, anglesko: cross product)
sreCamo v vseh tri-dimenzijskih nalogah, ki vsebujejo vrtenje, vkljucno z
nalogami magnetike. Na primer, vektorski produkt vektorja kroZne frekvence

@ in vektorja poloZaja delca ¥ daje vektor hitrosti delca v . Od
vektorskega produkta zahtevamo, da je pravokoten na oba izvorna vektorja in
sorazmeren sinusu vmesnega kota « .

Vektor krozne frekvence « kaZe v smeri osi vrtenja. Z upostevanjem
zahteve za pravokotnost ima vektorski produkt v Se vedno dve mozni
smeri. Smer vektorskega produkta Vv po definiciji izbiramo po pravilu
desnega vijaka. Isto pravilo zahteva, da vektorski produkt zamenja predznak,
Ce zmnozena vektorja med sabo zamenjamo.

Opis fizikalne naloge, ki vsebuje vektorje, je lahko zelo zahteven. Tezko
je Ze dolociti kot @ med dvema vektorjema. Se tezje je dolociti, kam kaze
vsota dveh vektorjev. Najbolj zoprna naloga je vsekakor dolo¢anje smeri
vektorskega produkta.

V izogibanje zmesnjavi pri opisu fizikalne naloge (elektrodinamike) je
smiselno uvesti koordinatni sistem. Primeren koordinatni sistem naj bi imel
naslednje lastnosti, da poenostavi opis in racunanje z vektorii:

1) tri dimenzije (3D),
2) pravokotnost med koordinatnimi osmi (pravokotni) in
3) vgrajeno pravilo desnega vijaka (desnorocCni).

Koordinatni sistem je izumil francoski matematik René Descartes leta



1637, da je z njim povezal algebro in geometrijo. Najpreprostejsi koordinatni
sistem, ki ustreza gornjim zahtevam, je tri-dimenzijski kartezicni (latinizirano
ime Descartes) koordinatni sistem:

Kartezi¢ne koordinate

- A Komponente :#:(AX,Ay_iA_{):fXAleiXAy+fZAZ
: z A=1A A=1,A A=1A
1, St .
) g _ . Skalarni produkt fx-lf:(1XAX+1yAy+1ZAZ)-(1XBX+1yBy+1ZBZ)
1/ r-r A-B=A B +A B +A,B,
7 - =
Velikost |A|=\/A-A:\/A§+Ai+Ai
z r’ Y [Fl=r=vx’+y’+z*
5 3D=(x,y,z) Razdalja [F—F'|=V(x—x'P+(y—y P+(z—z')
—oo<x[m]<+0o o \_{ektors_lfi prodl_{kt . .
’_LyE —w<y[m]<tw AxB=(1,A+1,A +1,A,)x(1,B+1,B +1,B,)

X —oo<z[m]<+o0 o
AxB=1,(A,B,—A,B,)+

Smerniki 1=1,1,=1,1,=1,1, +1,(A,B,—A,B,)+1,(A,B,—A,B,)

Pravokotni fxlfyj_fzj_fx O=fx fy=fy _'Z:_; fx L. fx fy fz
AXB=|A, A, A,

Desnorocni fZfoxfy fxz_;x_'l fy:_;x_; B, B, B,

V kartezichem koordinatnem sistemu so vse tri koordinatne osi  x ,
y in z ravne in med sabo pravokotne. Vse tri koordinate imajo merske
enote razdalje, torej metri [m] v sistemu merskih enot MKSA. Pravilo
desnega vijaka zagotavlja pisanje koordinat v dogovorjenem vrstnem redu,
torej (x,y,z)

Zelo koristen pripomocek vsakega koordinatnega sistema so smerniki.
To so enotni vektoriji, ki kazejo v smereh koordinatnega sistema. V izogibanje
zmesnjavi razkosSja oznak uporabljamo za smernike Stevilko ena, opremljeno s
pliééico vektorja in indeksom koordinate, kateri pripada. Na primer, smernik

1, je enotni vektor v smeri koordinate x

X

-

Smerniki so enotni vektoriji, torej fx-lle . Smerniki so v
pravokotnem koordinatnem sistemu med sabo pravokotni. Zapis fXJ_fy je
torej povsem enakovreden 1,-1,=0 . Pravilo desnega vijaka zapiSemo z

- - -

vektorskim produktom smernikov 1,=1,X1, .



Posebnost kartezicnega koordinatnega sistema je, da so smerniki
konstantni vektorji. To pomeni, da v katerikoli toCki prostora vsi trije smerniki
kartezinega koordinatnega sistema vedno kazejo v iste tri smeri. V
krivocrtnih koordinatnih sistemih, ki so prav tako 3D, pravokotni in
desnorocni, to ne velja! Konstantni smerni vektorji in koordinate z merskimi
enotami razdalje omogocajo preprost izracun razdalj v kartezicnem
koordinatnem sistemu.

S pomocjo smernikov lahko katerikoli vektor razstavimo v treh
dimenzijah v tri skalarne komponente. Obratno iz treh skalarnih komponent s
pomocjo smernikov dobimo spet prvotni vektor. Zapis vektorja po
komponentah znatno poenostavlja raCunanje z vektorji. SeStevanje dveh
vektorjev gre preprosto tako, da seStejemo istolezne komponente.

Skalarni produkt dveh vektorjev razvijemo v devet produktov
komponent. Od teh je v pravokotnem koordinatnem sistemu Sest produktov
enako nic¢! V skalarnem produktu so razli¢ni od nic le trije produkti istoleznih
komponent, ki jih preprosto sestejemo.

Tudi vektorski produkt dveh vektorjev razvijemo v devet produktov
komponent. Od teh so v vektorskem produktu trije produkti istoleznih
komponent enaki ni¢. Ostalih Sest od nic razli¢nih produktov komponent
izra¢unamo s pomocjo pravila desnega vijaka za smernike. Navidez
kompliciran koncni rezultat poenostavimo z zapisom vektorskega produkta v
obliki determinante 3X3 , ki ima v gornji vrstici smernike, v srednji vrstici
komponente prvega vektorja in v spodnji vrstici komponente drugega
vektorja.

Zal kartezi¢ne koordinate (x,y,z) niso najbolj primerne za reSevanje
nekaterih nalog niti niso v izbrani nalogi samoumevne. Marsikatero nalogo
preprosteje opiSemo v krivoCrtnem koordinatnem sistemu s sploSnimi
koordinatami g, , g, in @5 . Krivoértni koordinatni sistem (ql,qz,qg,)
sicer izberemo 3D, pravokoten in desnorocen, vendar koordinatne osi mogoce
niso vse ravne niti koordinate nimajo nujno vse merskih enot razdalje.

Smernik ima smer tangente na pripadajoco koordinatno os krivocrtnega
koordinatnega sistema. Ce je koordinatna os ukrivljena oziroma se njena
smer spreminja v prostoru, se spreminja smer tangente. Smernik takrat ni
konstanten vektor, pac pa je funkcija koordinat (ql,qz,qg) I Poljuben 3D

in

krivoCrtni koordinatni sistem (Q1,Clz,q3) ima smernike 1q1 , 1q2



—_—

1,5 , ki so med sabo pravokotni in dolocajo pravilo desnega vijaka:

KrivoCrtne koordinate Element dolsine dl=vdx*+dy’+dz’
. Povezava s kartezicnimi
q3 x=x(Q1:Q2,Q3)
Y=Y(Q1)Q2’Q3)
(41,92, 9;) z=12(q,,9,,9;)

lq2 \/ dx 2 P 2 2
y Oz _
dl,= — | +[=—=]| +|=— |dg,=h,d
1 ( (aql) (aql) (6(]1) q,=n,aq

Element povrsSine dA=dl,dl,=h,h,dq,dq,
Element prostornine dV =dl,dl,dl;=h,h,h,dq,dq,dq,

2 2 2
hl:\/ O A O3 || o[ O
3D=(q,92,q) 0q,) \04,) |94,
Enotni vektorji 1=1,,-1,,=1,-1,,=1.5-1., b=, X 2+ ay 2+ 0z ’
=

aq,| \oq,| \oaq,

Pravokotni 1_,;J_1_;2J_1_‘;J_l_>ql 0=1_;1-1_;2:1_,;2~1_q>3:1_;3~1_,;1
0Xx

. T T T = = = — — hy=y|—
Desnorocni 1,=1,, X1, 1,,=1,X1,3 1,=1,3X1, E \/6q3 0qs 0q,

V krivo€rtnem koordinatnem sistemu se zaplete pri izraCunu katerekoli
razdalje, celo diferencialno majhnih premikov. Za izracun poljubne razdalje

moramo krivocrtne koordinate (ql, q,, q3) najveckrat pretvoriti v kartezicne
koordinate (x,y,z) . Pri majhnih premikih pogosto smemo ubrati bliznjico,
primeren faktor, ki majhno spremembo ene od krivocrtnih koordinat pretvori v
pripadajoco razdaljo.

Izracun faktorja pretvorbe majhne spremembe v razdaljo ni vedno
preprost oziroma samoumeven. Francoski matematik Gabriel Lamé je pri
reSevanju nalog v elipti¢nih koordinatnih sistemih leta 1859 poiskal splosno
pot do faktorjev pretvorbe za diferencialno majhne premike. Laméjevi

koeficienti (anglesko: scale factors) h; , h, in h; opisujejo pretvorbo
diferencialno majhne spremembe ene od koordinat, na primer dq, v
pripadajoco razdaljo dl,=h,dq,

Laméjev koeficient h, izratunamo iz delnih odvodov vseh treh
kartezi¢nih koordinat 0x/0q, , 0yldq, in 0z/0q, po pripadajoci

krivoCrtni koordinati. Premik po eni krivoCrtni koordinati naceloma povzroci
premike po vseh treh kartezicnih koordinatah. Celotno razdaljo premika



dobimo s Pitagorovim izrekom. Ce izpostavimo dq, , je preostanek ravno
iskani Laméjev koeficient h; .

V diferencialno majhnem elementu dolzine dl nastopa en sam
Laméjev koeficient. V diferencialno majhnem elementu povrSine dA
nastopata dva Laméjeva koeficienta. V diferencialno majhnem elementu
prostornine dV nastopajo vsi trije Laméjevi koeficienti h; , h, in h; .

Najbolj poljuden primer 3D pravokotnih krivocrtnih koordinat so
zemljepisne koordinate: zemljepisna dolZzina A , zemljepisna Sirina @ in
nadmorska viSina h . Zemljepisno dolzino in Sirino merimo v locnih
stopinjah [°] , minutah ['] insekundah [''] , nadmorsko viSino pa v

kilometrih [km] oziroma metrih [m] . Smernik 1, kaZe na vzhod,

smernik 1, kaZe na sever in smernik 1, kaze gor:

Zemljepisne koordinate Pretvorba (A, ¢.,h)>(x,y,2)
A
> _ s T
) z 1, =vzhod x—(h+RZ)cos(1800k)cos(1800cp)
1,=sever — ; il n
@ y (h+Rz)sm(18OOK)cos(1800cp)
Z:(h+RZ)Sin(1goo cp)

R,~6366 km
Laméjevi koeficienti

e \ n(h+R,) .
m="Tg0° T80° %)
h_n(h+RZ)
v 180°
h,=1

cos(

Zgled: A\=330° ¢@=45° h=0km

3D=(A,q,h) Pravokotni fol_:pJ_ch_l_; h, =78.6km/°
o h,=111.1km/°
0°<A[°]<360° Desnoroc¢ni  1,=1,X1, h,=1
—90°<@[°]<90° AN=20°-1,=h, AA=1571km
—R,<h[km]<+o0 A@=20°>1,=h,A@=2222km

Pretvorbo zemljepisnih koordinat (A,¢,h) v kartezitne (x,y,z)
poenostavimo tako, da privzamemo, da je Zemlja krogla s povprecnim
polmerom R,~6366km . Pri pretvorbi ne smemo pozabiti na merske
enote zemljepisne dolZine in Sirine, kjer je treba stopinje [°] najprej
pretvoriti v radiane [rd] za trigonometrijske funkcije sin in cos . Iz
znane povezave s kartezi¢nim koordinatnim sistemom lahko izracunamo



Laméjeve koeficiente h, , h, in h, .

V krivo€rtnem koordinatnem sistemu so smerniki funkcija koordinat. Na
primer, smernik 1,=gor kaZe v osrednji Evropi drugam kot na Kitajskem, v
Novi Zelandiji pa skoraj v obratno smer kot v osrednji Evropi.

Podobno so lahko funkcija krivocrtnih koordinat tudi nekateri oziroma
vsi Laméjevi koeficienti. Prekooceanska plovba ( h=0km ) po poldnevniku
ima konstanten Laméjev koeficient zemljepisne Sirine  h,=111.1km/° .
Laméjev koeficient zemljepisne dolzine h, je odvisen od zemljepisne Sirine

¢, saj so vzporedniki razli¢no dolgi. Pri zemljepisni Sirini ¢@=45° znasa
h,=78.6km/° .

Med premikanjem po kateremkoli poldnevniku za A @=20° prepluje
ladja 1,=2222km oziroma natan¢no [,=20°-60nm/°=1200nm , saj
je navticna milja definirana kot ena lo¢na stopinja na poldnevniku. Pripadajoci
Laméjev koeficient znasa h,=1nm/'=1.852km/"' zapisan na lo¢no
minuto. Med plovbo po vzporedniku 45°N za AA=20° naredi ladja
samo [,=1571km !

V elektrodinamiki izbiramo koordinatne sisteme tako, da je racunanje
Cimbolj enostavno. Povsem jasno zelimo tri dimenzije, pravokotnost in
desnorocnost. Vse kotne koordinate zato navajamo v radianih [rd] , da so
odvodi in integrali kotnih funkcij ¢imbolj preprosti. Iz podobnega razloga
navajamo eksponentne koordinate v logaritemskih enotah Neprih [Np] , da
so odvodi in integrali hiperbolicnih funkcij Cimbolj preprosti.

Valjni koordinatni sistem (p,@,z) je smiselna izbira za obravnavo
vodnikov kroznega prereza, koaksialnih kablov, kovinskih valovodov kroZznega
prereza in dielektri¢nih valovodov kroznega prereza (svetlobno vlakno). Valjne
koordinate vklju€ujejo oddaljenost P od kartezicne osi z , kot @
merjen od kartezicne osi x do projekcije na ravnino xy ter viSino z
nad ravnino xy , ki povsem ustreza enako poimenovani kartezi¢ni koordinati

zZ .

Oddaljenost P od osi zapisujemo v metrih [m] in vedno vzamemo
pozitivno 0<p<+o . Kot ® zapisujemo v radianih [rd] in se lahko
giblje vobmocéju 0<@<2m . Pozor, koordinata @ valjnega koordinatnega
sistema nima popolnoma nobene povezave z istoimensko koordinato ¥
zemljepisnega koordinatnega sistema! Povsem enako kot v kartezicnem



koordinatnem sistemu tretjo koordinato z zapisujemo v metrih [m] in za

njeno vrednost ni posebnih omejitev:

Pretvorba (p,q,z)>(x,y,z)

Valjne koordinate
X=pCos @
- . y=psin @
3D=(p,p,z) A 12“ 1, z=z
z fXZTpcoscp—fwsincp
0<p[m]<+oo T(p,o,z) 1,=1 sing+1, cosg
0<g[rd]<2m o n L =1 '
T, 1, £

—oo<z[m]<+00

\)
£

. . - g=arctan(y/x) (kvadrant?)

Smerniki  1=1,1,=1,1,=1,-1, =
p:1ﬁcoscp+1zsincp

=—1,singp+1,cosq

T i
=i i=01 3
1,=1,

V valjnem koordinatnem sistemu (p,cp,z) sta koordinatni osi P in
z ravni (premici). Le koordinatna os ¢ je ukrivljena (kroznica). Laméjev

koeficient h,=p je edini, ki je razlien od enote, da radiane pretvori v
dolZinske enote. Ostala dva Laméjeva koeficienta h,=h,=1 sta enaka

enoti.

Pravilo desnega vijaka dolo¢a privzeti vrstni red koordinat (p,¢,z)

oziroma vektorski produkt smernikov 1,= fp>< 1_:@ . V valjnem koordinatnem

sistemu je edino smernik fz konstanten vektor. Smernika fp in fcp
spreminjata smer v prostoru , bolj to¢no se oba vrtita s koordinato @

Pretvorba valjnih koordinat (p,®,z) v kartezitne (x,y,z) je
preprosta. Pretvorba v obratni smeri iz kartezi¢nih (x,y,z) v valjne
0,9,z) naleti natezavo priizraunu @ , saj funkcija arctan(y/x)
—n/2 do +m/2 . Pravilen kvadrant kota ¢

daje rezultat v obmocju od
in y !

je torej treba Se dodatno dolociti iz znanih  x

Povezavo med smerniki valjnega in kartezi¢nega koordinatnega sistema



poiScemo tako, da iskani smernik razstavimo na komponente. Na primer, pri

—_ —_ - —_ —_

iskanju smernika  1,=1,(1,-1,)+1,(1,-1,)+1,(1,-1,) potrebujemo

—_ —

projekcije 1,-1,=cos¢@ , 1,-1,=sing in fz-fp:O . Smernik fz

X

poznamo, saj je isti v obeh koordinatnih sistemih. Preostalo neznanko,
smernik 1,=1,X1, pois¢emo po pravilu desnega vijaka.

Krogelni koordinatni sistem (r,@,(D) je uporaben v vseh nalogah
anten, sevanja in razSirjanja elektromagnetnih valov. Krogelne koordinate
vkljuCujejo oddaljenost r od koordinatnega izhodisca, polarno razdaljo
zapisano s kotom © ter zemljepisno dolzino zapisano s kotom @ , kiz
izjemo drugacnih merskih enot povsem ustreza zemljepisni dolzini A
zemljepisnih koordinat.

Oddaljenost r od koordinatnega izhodis¢a zapisujemo v metrih
[m] in vedno vzamemo pozitivno 0<r<+oo . Polarno razdaljo ©
merimo od severnega tecaja v radianih [rd] in se lahko giblje v obmo¢ju
0<O<m vse do juznega tecaja, kjer doseze vrednost O=mx
Zemljepisno dolzino @ merimo od kartezicne osi x do projekcije na
ravnino xy v radianih [rd] in se lahko giblje v obmoéju 0<®<2n

Krogelne koordinate Pretvorba  (r,0,®)3(x,y,z)

X=rsin® cos O
T y=rsin®sin ®
YT zZ=rcos®
sin © cos ®+1,cos O cos ®—1,,sin @
O<r[m]<+o0 sin © sin @+ 1, cos O sin O+ 1, cos P
(())fq?[[rtid]]jz?g © 1l 1 =1 cos®—1,sin®

3D=(r,®,®) A

!

r Pretvorba (x,y,z)>(r,0,®)
z y r=yx’+y’+z°
> ®=arccos(z/\/x2+y2+zz)
P ®=arctan(y/x) (kvadrant?)
N 1,=1,sin®cos ®+1,sin Osin®+1,cos©

o=1,c0s0 cos P+ fycosG)sin(I)—fzcos@
fq,:—fxsin D+ fycosd)

Smerniki 1=11,=1g1y=141, Laméjevi koeficienti
h =

— - = - - r

Pravokotni 1,11,11,11 0=1 -Ty=1y1,=1,1, ho=r

-

CDX]-)'

—

i
i
i

—

Desnorocni  14= frxfg frz

—_
f—
—_

®><<I> (€]

V krogelnem koordinatnem sistemu (r,®,®) je edino koordinatna



os r ravna (premica). Ostali dve koordinatni osi sta ukrivljeni (kroznici):

® raste po poldnevnikih proti juznemu tecaju, @ raste po vzporednikih
na vzhod. Laméjev koeficient h,=1 je edini enak enoti. Ostala dva
Laméjeva koeficienta he=r in he=rsin® sta razlicna od enote, da
radiane pretvarjata v dolzinske enote.

Pravilo desnega vijaka doloca prlvzet| vrstn| red koordinat (r,@,CI))
oziroma vektorski produkt smernikov LD— 1 X 1@ V krogelnem

koordinatnem sistemu vsi trije smerniki 1r , 1® in 1, sSpreminjajo smer

v prostoru , bolj tocno se obracajo s polarno razdaljo ©® oziroma
zemljepisno dolzino @ .

Pretvorba krogelnih koordinat (r,®,®) v kartezitne (x,y,z) je
preprosta. Pretvorba v obratni smeri iz kartezi¢nih  (x,y,z) v krogelne
(r,®,®) naleti na tezavo pri izraunu @ , saj funkcija arctan(y/x)
daje rezultat v obmoc¢ju od —m/2 do +m/2 . Pravilen kvadrant kota @®
je torej treba Se dodatno doloditi iz znanih x in y ! Povrhu lahko postane
izraCun polarne razdalje © preko funkcije arccos zelo nenatancen v
blizini teCajev!

Zemljepisna dolzina krogelnega koordinatnega sistema je povsem enaka
@ (krogla)=(valj) koordinati valinega koordinatnega sistema. Tudi
pripadajoca smerna vektorja sta povsem enaka 1@(krogla):1(p(valj) :
Razli¢ni oznaki, veliko in malo grsko ¢rko »Phi« uporabljamo le zato, da
strogo lo¢imo med krogelnimi koordinatami  (r,®,®) in valjnimi
koordinatami  (p,®,z) .

Povezavo med smerniki krogelnega in kartezicnega koordinatnega
sistema poiS¢emo tako, da iskani smernik razstavimo na komponente. Na

primer, pri iskanju smernika  1,=1,(1,-1,)+1,(1,-1,)+1,(1,1,)
potrebujemo projekcije fx-frzsin(acos(l) , fy-fr:sin(asincl) in

1,1,=cos® .Smemik 1,=1,(valj)=—1,sin®+1,cos® poznamo, saj
je isti vektor kot v valjnem koordinatnem sistemu. Preostalo neznanko,
smernik  1o=1,X fr poiS¢emo po pravilu desnega vijaka.

Opisani poenostavljeni zemljepisni koordinatni sistem je podoben
krogelnemu z nekaj preprostimi pretvorbami koordinat. Nadmorski viSini
pristejemo polmer Zemlje h(zemljepis)+R,=r(krogla) . Zemljepisno
dolZino samo pretvorimo v radiane A (zemljepis)-nt/180°=® (krogla) .



Zemljepisno Sirino pretvorimo v radiane in odsStejemo od pravega kota
nt/2—(zemljepis)-m/180°=0 (krogla) , da dobimo pripadajo¢o polarno
razdaljo.

Valjno-elipticni koordinatni sistem (u,v,z) je smiselna izbira za
obravnavo osamljenih trakastih vodnikov oziroma kovinskega valovoda
elipticnega prereza. Valjno-elipti¢ne koordinate vkljuCujejo (eksponentno)
oddaljenost u od goriSCnega traku Sirine 2f , kot v za opis zasuka v
ravnini xy terviSino z nadravnino xy , ki povsem ustreza enako
poimenovani kartezicni koordinati z

Oddaljenost u od osi zapisujemo v logaritemskih enotah [Np] in
vedno vzamemo pozitivno 0<u<+oo . Dejanske izmere dobimo s pomocjo
privzete goris¢ne razdalje f , ki ima merske enote dolZzine [m] . Kot v
zapisujemo v radianih [rd] in se lahko giblje v obmo&ju 0<v<2m
Povsem enako kot v kartezicnem koordinatnem sistemu tretjo koordinato z
zapisujemo v metrih  [m] in za njeno vrednost ni posebnih omejitev:

Valjno-elipticne koordinate (u,v,2)>(x,y,z)  Priblifek u>1
(u,v,z)>(p,9,2)
3D=(u,v,z) x=f coshucosv o
y=fsinhusinv 2
O<u[Np]<+oo 7=z PV
f[m] - z=z

0<v[rd]<2m ‘1\

—oo<z[m]<+ow Laméjevi koeficienti

hu=f\/sinh2u+sin2v

i X hv:f\/sinh2u+sin2v
| h,=1
fu:fx(fx'il)'l'fy(fy'*u)+1_’z(fz'1_;)
u=konst. A7
—du .

v=konst. - - dx, Qu _ sinhucosv

L-1,= - - 2 2
dl,  h,du " \sinh*u+sin’v

+

Smerniki 1=1,1,=1,1,=1,-1, - 1Xsinhucosv+fy ey
SRS — . o o o o o u— \/ﬁ
Pravokomi 1,11,11,11, 0=1,1,=1, 1 sinh”u+sin”v

—1,coshusinv+1 sinhucosv

v 3 2 0 D
X1, vsinh“u+sin“v

-

Desnorocni 1: = fu X1

v u v

V valjno-eliptiénem koordinatnem sistemu (u,v,z) je edino
koordinatna os z ravna (premica). Koordinatniosi u in v sta
ukrivljeni. Koordinatna os u je katerakoli hiperbola v=konst. ,



koordinatna os v pa katerakoli elipsa u=konst. . Druzini hiperbol in elips
imata skupni privzeti goris¢i na razdalji 2f .

Laméjev koeficient h,=1 je edini enak enoti. Ostala dva Laméjeva
koeficienta h,=h,=f sinh*u+sin’v sta med sabo enaka, &eprav prvi

pretvarja Nepre [Np] v dolZinske enote [m] , drugi pa radiane [rd] v
dolZinske enote [m] .

Pravilo desnega vijaka dolo¢a privzeti vrstni red koordinat (u,v,z)
oziroma vektorski produkt smernikov 1,=1,X1 .V valjno-elipticnem

-

koordinatnem sistemu je edino smernik 1, konstanten vektor. Smernika

-

1, in 1, spreminjata smer v prostoru s koordinatama u in v .
Na velikih oddaljenostih u>>1 od osi z preidejo valjno-elipticne
koordinate (u,v,z) v navadne valjne koordinate (p,,z) . Hiperbole
v=konst. se priblizajo premicam @=konst. (asimptotam). Elipse
u=konst. se priblizajo krogom p=konst. .Kota v~q¢ na velikih
razdaljah sovpadeta. Oddaljenost p~f/2-e" odosi z doloimo s
priblizkom hiperboli¢nih funkcij.

Povezavo med smerniki valjno-elipticnega in kartezinega koordinatnega
sistema poiS¢emo tako, da iskani smernik razstavimo na komponente. V
valjno-elipti¢nih koordinatah projekcije smernikov niso samoumevne kot v
valjnih ali krogelnih koordinatah, zato jih poiS¢éemo z odvodi premikov. Na
primer, projekcija fx-l_’L,deu/dlu je enaka premiku dx, vsmeriosi x
deljenemu s celotnim premikom dl, , oba pri spremembi elipticne
koordinate du . Premik v smeri x dobimo z delnim odvodom

dx,=(0x/0u)du , celoten premik pa z Laméjevim koeficientom
dl,=h,du .

Krogelni koordinatni sistem (r,®,®) ima v eliptiénem svetu dva
sorodnika. Ravnino elipse lahko zavrtimo okoli velike osi ali pa okoli male osi
elipse. Glede na izbiro osi vrtenja elipse dobimo dva razli¢na elipsoida, ki sta
osnova dveh razlicnih krogelno-elipticnih koordinatnih sistemov.

Vrtenina okoli velike osi je podolgovat (anglesko: prolate) rotacijski
elipsoid. Pripadajoci podolgovati krogelno-elipticni koordinatni sistem je
uporaben za obravnavo osamljenih kovinskih, dielektri¢nih oziroma
feromagnetnih palic.



Vrtenina okoli male osi je splos¢en (anglesko: oblate) rotacijski elipsoid.
Pripadajoci splosceni krogelno-elipticni koordinatni sistem je uporaben za
obravnavo osamljene kroZne kovinske plosce. Splosceni krogelno-elipticni
koordinatni sistem se uporablja tudi za natancnejSe zemljepisne koordinate.

Oba opisana krogelno-elipticna koordinatna sistema zapisujeta prvi dve
koordinati na podoben nadin kot u[Np] in v[rd] v valjno-elipticnem
koordinatnem sistemu. Tretja koordinata je zemljepisna dolzina @®[rd] ,
merjena okoli osi vrtenine. Oba krogelno-elipticna koordinatna sistema na
velikih razdaljah sovpadeta z navadnimi krogelnimi koordinatami (r,®,®) .

Poleg omenjenih dveh krogelno-elipticnih koordinatnih sistemov obstaja
Se pisana mnozica najrazlicnejsih 3D koordinatnih sistemov. Ker se v
elektrodinamiki uporabljajo bolj poredko, se opisovanje koordinatnih sistemov
tu zakljucuje.

X %k Xk X %



/. Odvajanje v prostoru

ReSevanije fizikalnih nalog, kamor sodi tudi elektrodinamika, zahteva
odvajanje oziroma integriranje razli¢nih funkcij po koordinatah prostora. V tri-
dimenzijskih nalogah nastopajo funkcije vseh treh koordinat, na primer

(x,y,z) alina kratko zapisano (7) . Funkcije so lahko skalarii, na

primer temperatura T(7) ali pa vektorji, na primer sila F(7) .

Zagrizeni matematiki na hitro zakljucijo, da ima v treh dimenzijah
skalarna funkcija tri med sabo neodvisne odvode po vseh treh razlicnih
koordinatah. Vektorsko funkcijo lahko zapiSemo po komponentah, torej tri
komponente krat tri koordinate daje skupaj devet razlicnih odvodov. Opisano
razmisljanje ima dve hudi pomanijkljivosti: rezultat mogoce nima nobenega
fizikalnega pomena ter je odvisen od izbire koordinatnega sistema.

Bolj smiselno je opisati odvajanje skalarne funkcije treh koordinat
T(7) kot smerni odvod ali gradient. Smerni odvod gradT je vektor, ki

kaZe v smeri najvecje spremembe vrednosti funkcije. Velikost |grad T|

ustreza velikosti odvoda skalarne funkcije po dolzinski enoti v tej smeri:

Smerni odvod (gradient) Karteziéne koordinate T(7¥)=T(x,y,z)
6 7 8 9 10 grad7=1 9L+7 9L, 1 OL_G
ox Y0y z
5 1 -
s 70,7 0,70
. V_1X6x+1y8y+lzﬁz
11
dT
3 £l Valjne koordinate T(7)=T(p,p,z)
2
1R \ oT,; 19T 7 8T
¥ gradT = 1"6p 1mpacp+1laz

Krogelne koordinate T(¥)=T(r,0,d)

oT =~ =
——=1,(gradT)=1,(VT) -9T ~10T -~ 1 T
aS gradT ]_r8 +]_@ a@ 1 rsjn@a—CD

gradT=1_, 70T, 7-0T -0T

war, Tegr ey, di=hdg,

— 10T — 10T

dT = 1 —_— 4] . ——
g qzhza% qshsa%

10T
+
haq



Odvod skalarne funkcije T(7) v poljubni smeri s izratunamo s
skalarnim produktom med smernikom fs in smernim odvodom gradT .
Komponente smernega odvoda grad T so preprosto odvodi po vseh treh
dolzinskih elementih I, , I, in I; poljubnega koordinatnega sistema.
Odvode po dolzinskih elementih I, , I, in I; izratunamo iz odvodov po

vseh treh koordinatah q, , q, in q; s pomocjo Laméjevih koeficientov
hy , h, in h;

IzraCun gradT je najpreprostejsi v kartezicnem koordinatnem
sistemu (x,y,z) . Operator odvajanja lahko v kartezi¢nih koordinatah
zapiSemo kot simbolicni vektor ﬁ imenovan »Nabla«, ki deluje na skalarno
funkcijo T(7) . Smerniodvod gradT je sicer neodvisen od izbranega
koordinatnega sistema in se rezultat njegovega izracuna prav ni¢ ne spremeni
ne glede na uporabljeni koordinatni sistem. Le vektorja ﬁ ne znamo

zapisati v drugih koordinatnih sistemih. Bolj tocno, ﬁ nima preprostega
zapisa povsod tam, kjer smerniki niso konstantni vektoriji.

Kot primera sta prikazana izrauna smernih odvodov v valjnih

(p,9,z) inkrogelnih (r,®,®) koordinatah. Laméjevi koeficienti tu ne
poskrbijo samo za pravilnost Stevilskega izraCuna, paC pa poskrbijo tudi za
pravilne merske enote! Odvajanje po dolzini pomeni, da morajo imeti vse
komponente smernega odvoda gradT iste merske enote, ki imajo dodaten
meter v imenovalcu [m] glede na prvotno funkcijo T(7) . Ceje
temperatura T(7) izraZena v Kelvinih [K] , ima smerni odvod grad T
merske enote [K/m] .

Vektorska funkcija treh koordinat F(7) ima v fizikalnih nalogah dva
zanimiva odvoda: |zvornost (divergenca) in vrtlncen]e (rotor). Izvornost
vektorske funkcije div F oplsu1e Gaussov izrek. Ce v izbrani prostormm

V  sedtejemo vse izvore div F , bo vsota izvorov enaka pretoku F (7)
skozi sklenjeno ploskev A , ki oklepa izbrano prostornino.

Izvornost div F je skalarna veli¢ina, ki opisuje gostoto izvorov v enoti
prostornine. Izvornost div F izratunamo tako, da zapiemo Gaussov izrek
za diferencialno majhno prostornino dV =0 . Hkrati s prostornino se krci
proti ni¢ tudi sklenjena ploskev A-=0 .V poljubnem koordinatnem sistemu

(ql,qz,q3) zapiSemo Gaussov izrek za diferencialno majhno kocko
prostornine dV =dl,dl,dl,



Izvornost (divergenca) §p P

divF=lim &2

- _ dvV >0 av
F(7) 1,
dv =dl, dl,dl,
A
dV =h, h,h;dq, dq, dq,
N |
Gaussov izrek leF:W[ F,(q,)dA,(q,)+F,(q,+dq,)dA,,(q,+dq,)
.[” diVFdVZ#F'lndA F,(q,)dA 5(q,)+F,(q,*+dq,)dA ;(q,+dq,)
Y A F,(qs)dA,,(qs)+F4(q;s+dq,)dA,, (g, +dqs)]
v pe L 6(h2h3F1)+6(h1h3F2)+8(h1h2F3) dA;=hi(q:,9:,:)h;(q1,q:,95) dg,dg;
h, hyhy o0q 0q, 0q;
- - OF, 0F, 0F, & -
Kartezi¢ne koordinate F(x,y,z) & divF=—>+—2+ =V.F
ox 0y 0z

. . - . =_10(pF,) 10F, OF,
Valjne koordinate F(p,¢,z) = leF—ﬁ b +5 50 + P

. . 10(r'F i
Krogelne koordinate F(r,0,®) - divF=l r r)+ 1 O(sin®F,) 1 _0F,

+
r>  or rsin® 00 rsin® 0®

V krivocrtnem koordinatnem sistemu (ql,qz,q3) so ploskve
diferencialno majhne kocke dV =dl,dl,dl, sicer sekajo pod pravim kotom,
vendar ploskve niso ravne niti niso enako velike med sabo. Ker so Laméjevi
koeficienti h1(Q1:Q2’Q3) / hz(‘ll,%’%) in h3(Q1aQ2’CI3> funkcije
koordinat, niti nasprotilezne plsokve krivocrtne kocke niso enako velike med
sabo! Pri kréenju diferencialno majhne kocke dV -0 dobimo poleg
odvodov komponent vektorske funkcije F, , F, in F; tudi odvode
Laméjevih koeficientov h; , h, in h; povsod tam, kjer nastopajo v
povrSinah dA; ploskev krivocrtne kocke.

Izraun izvornosti  div F je najpreprostejdi v kartezi¢nem
koordinatnem sistemu. V slednjem je diferencialno majhna prostornina
dV =0 res prava kocka z ravnimi in med sabo enakimi ploskvami.
Izvornost divﬁ:ﬁ.ﬁ zapiemo kot skalarni produkt vektorja »Nabla« in
vektorske funkcije treh koordinat F(7) .

Kot primera sta prikazana izraCuna izvornosti div F v valjnih

(p,¢,z) inkrogelnih (r,®,®) koordinatah. Laméjevi koeficienti tu ne
poskrbijo samo za pravilnost Stevilskega izracuna, pac pa poskrbijo tudi za



pravilne merske enote! Tudi izralun izvornosti div F=V-F pomeni
odvajanje po dolzini, ¢eprav vektorja »Nabla« obi¢ajno ne znamo zapisati v
krivocrtnih koordinatah. Izvornost div F  mora imeti merske enote, ki imajo

dodaten meter v imenovalcu [m] glede na komponente vektorske funkcije
F(7)

Vrtincenje vektorske funkcije rot F opisuje Stokesov izrek. Ce na
izbrani ploskvi A seStejemo vse vrtince rot F , bo vsota enaka integralu
funkcije F(7) po sklenjeni krivulji s , na katero je vpeta ploskev A .

vrtinci rot F (angle$ko: curl F ) so vektorska veli¢ina, ki kaze v
smeri osi vrtenja po pravilu desnega vijaka. V poljubnem koordinatnem
sistemu (q,,9,,q5) izratunamo eno komponento vrtinéenja 1_(;,-(rot13 )
tako, da zapiSemo Stokesov izrek za diferencialno majhno ploskev

dA=dl,dl,»0 v drugih dveh koordinatah. Hkrati s ploskvijo se kr¢i proti
ni€ tudi sklenjena krivulja s=0 :

VrtinCenje (rotor) F-1.ds

N
1;:(rot F)=lim 2
dA~>0

qs

Desni vijak!
dA=dl,dl,=h, h,dq,dq, dq,

dlj:hj(ch:%:%)dq]'

— = 1
1q3'(r0tF):E[F1(Q2)h1 (Q2)dCI1+F2<Q1+dQ1)hz(Q1+dCI1)dQ2
—F,(q,*dq,)h,(q,+dq,)dq,— F,(q,) h,(q,)dq,]

Stokesov izrek

ﬂ‘(rotﬁ)-fndAzgiﬁ-fsds 1 (rot F)= 1 a(thz)_a(F1h1)
A s @ hih,| 0q, 0q,
h1, hzasz hy1 i 1 T
rot F= 2 A A rot F X,V,Z =|-2. 2 i=§><1_5=curll_5
h,h,h,| 0q, dq, dq, xoy.2)=5, 3y oz
h,F, h,F, h,F, F, F, F,
1 1_’1 p_’cp gz 1 ]_; ri, rsin®1,
rot F(p,p,z)==|-0 0 0 tE(r,0,®)= 0 4 0
(p..2) Plop d¢ oz rot Fr ) r’sin®|or 00 od
F, pF, F, F, rFe rsin®F,,

V krivocrtnem koordinatnem sistemu (CI1,C12,CI3) se stranice
diferencialno majhnega kvadrata dA=dl,dl, sicer sekajo pod pravim
kotom, vendar stranice niso ravne niti niso enako velike med sabo. Ker sta



Laméjeva koeficienta h,(q,,q,,q;) in h,(q,,q,,q;) funkciji koordinat,
niti nasprotilezne stranice krivoCrtnega kvadrata kocke niso enako velike med
sabo! Pri kréenju diferencialno majhnega kvadrata dA->0 dobimo poleg
odvodov komponent vektorske funkcije F, in F, tudi odvode Laméjevih
koeficientov h; in h, povsod tam, kjer nastopajo v dolzinah dl; stranic
krivoCrtnega kvadrata.

Na podoben natin kot komponento 1,(rot F) izraunamo e ostali

—

dve komponenti vrtinéenja  1,,-(rot F) in 1,-(rotF) . Celoten izratun
vrtincenja rot . lahko lepo uredimo v determinanto 3X3 , ki spominja
na vektorski produkt z dodatki Laméjevih koeficientov pred samo
determinanto, v gornjo vrstico determinante s smerniki in v spodnjo vrstico
determinante s komponentami vektorske funkcije F(7) .

IzraCun vrtinéenja rotF je najpreprostejsi v kartezicnem
koordinatnem sistemu. V slednjem so diferencialno majhne ploskve
dA;=0 res pravi kvadratki z ravnimi in med sabo enakimi stranicami.

Vrtinéenije rotﬁ:ﬁxﬁ zapiSemo kot vektorski produkt vektorja »Nabla«
in vektorske funkcije treh koordinat F (7) .

Kot primera sta prikazana izratuna vrtinéenja rotEF v valjnih
(p,¢,z) inkrogelnih (r,®,®) koordinatah. Laméjevi koeficienti tu ne
poskrbijo samo za pravilnost Stevilskega izracuna, pac pa poskrbijo tudi za
pravilne merske enote! Vektor vrtincenja rot - mora imeti merske enote, ki
imajo dodaten meter v imenovalcu [m] glede na vektorsko funkcijo
E(7) .

Glede na razli¢ne izraze za vrtinCenje se uporablja oznaka rotF v
osrednji Evropi oziroma curl F v angleSko govorecih dezelah. V izogibanje
zmes$njavi pogosto pidemo vrtinéenje kar kot \/x F ne glede na

uporabljeni koordinatni sistem, ¢eprav vektorja »Nabla« obi¢ajno ne znamo
zapisati v krivoCrtnih koordinatah.

Izvornost (divergenca) in vrtincenje (rotor) skupno uporabljata vseh
devet med sabo neodvisnih odvodov vektorske funkcije F () vtreh
dimenzijah. Od teh uporablja izvornost tri odvode komponent po pripadajocih
koordinatah, vrtincenje pa Sest odvodov komponent po preostalih
koordinatah. Izvornost div F in vrtinenje rotF  sta torej dve med sabo
popolnoma neodvisni funkciji. Z drugimi besedami, vektorsko funkcijo



F(7) poznamo do konstante natan¢no, ¢e poznamo vse njene odvode,
torej izvornost div F in vrtinCenje rotF .

Nekaj preprostih zgledov izvornosti div F in vrtinéenja rotF je
prikazanih na spodnji sliki. Levo zgoraj je primer vektorske funkcije F(7) ,

ki ima izvore. Jakost vektorjev narasca v isti smeri, kamor kazejo vektoriji.
NarascajoCi pretok zahteva prisotnost izvorov:

F(x,y,z)=1,Cx

g = - > P X
4_4'4'."’_t divE=C
< g -’ P =] _

— < - | > > —p rot F=0

AERNYY o # -
* \ AR '\ f x,y,2)=1,Cx Flp.g,2)=T,5
* v \ ‘ fx‘ div F=0 S
t : | A2 4 : 1 rotﬁZTZC rot =0
\/ 4 ®
* v ] \ ‘ f Desni vijak! Singularnost pri  p=0

Levo spodaj je primer vektorske funkcije F(7) , ki ima vrtince.
Velikost vektorjev se v isti smeri ne spreminja, torej izvorov ni. Kakrsnakoli
sklenjena pot v ravnini xy daje rezultat razlicen od nic, torej obstajajo
vrtinci. Vrtinci imajo vek_’}corski znacaj. Vektor vrtincenja kaze v smeri osi

vrtenja, torej v smeri 1, po pravilu desnega vijaka.

Zgled na desni zagotovo namiguje na vrtenje. Kljub temu funkcija
F ('r’) nima niti izvorov niti vrtincev? Kakrsnakoli sklenjena pot v ravnini
xy daje rezultat ni¢ pod pogojem, da pot ne zajame singularnosti v osi
z oziroma pri p=0 . Zgled na desni je torej strogo opozorilo: kakrsnokoli
odvajanje ne deluje pravilno v singularnostih. Singularnosti moramo v nasih
raCunih upostevati na drugacen nacin, saj tam ne smemo racunati odvodov.



Fizikalne naloge pogosto privedejo do diferencialnih enacb druge
stopnje. Vsi opisani postopki odvajanja: smerni odvod gradT , izvornost
divF in vrtinCenje rot F pomenijo odvajanje prvega reda. Odvode

drugega reda dobimo tako, da sestavimo dva postopka odvajanija.

V fizikalnih nalogah je najbolj pogost Laplacejev operator odvajanja
drugega reda. Skalarni Laplacejev operator zapiSemo z veliko ¢rko »Delta«, ki
iz skalarne funkcije T(7) naredi novo skalarno funkcijo AT :

- - 2 2 2
div(grad T)=V-(VT)=a7=2 1+ Z L, 0T
0 X ay o0z

Smerni odvod gradT je vektorska funkcija, torej smemo izraCunati
njeno vrtincenje, ki je vedno enako niC. Zapis odvajanja z vektorjem »Nabla«
takoj razloZi, zakaj. Vektorski produkt dveh enakih vektorjev je vedno enak
niC, torej smerni odvod nima vrtincev:

rot(grad T)=V x(V T)=0

Ko bi smerni odvod grad T imel vrtince, bi pri integriranju dobili
razliéne vrednosti izvorne skalarne funkcije T(7) odvisno od izbrane
integracijske poti, kar zagotovo ni smiselno. Omejitve obstajajo tudi za
vrtince, ki ne smejo imeti izvorov:

div(rot F)=V-(VXF)=0

MatematiCna razlaga pravi, da je notranji vektorski produkt (vrtincenje)
vedno pravokoten na oba vektorja. Torej deluje zunaniji skalarni produkt
(izvornost) med dvema vektorjema, ki sta med sabo pravokotna. Ko bi vrtinci
imeli izvore, bi bila rezultata integracije vrtincev po dveh razlicnih ploskvah

A, in A, , vpetih na isto sklenjeno krivuljo s , med sabo razli¢na, kar
nasprotuje opisu vrtincenja s Stokesovim izrekom.

Izvornost sicer pogosto potrebujemo za Gaussov izrek, da zahtevno
integracijo po prostornini V' prevedemo na manj zahtevo oziroma
zanimivejSo integracijo po sklenjeni ploskvi A . Izvornost lahko razvijemo
tako za skalarni funkciji U(F) in W(F) kot za vektorski funkciji A(7)

in B(F) :

— —

div(U gradW—W gradU)=V-(UVW-WVU)=UAW-W AU



—

div(AxB)=V (AxB)=B(VxA)-A-(VxB)=B-rot A—A-rot B

Konc¢no se nam pri reSevanju enacb v elektrodinamiki pogosto pojavi
vrtinenje vrtincenja oziroma izraz rot(rotﬁ): Vx(Vxﬁ ) . Izraz
skuSamo prevesti v vektorski Laplace, ki je definiran kot:

A F=grad(divF)—rot(rot F)=1,AF,+1,AF +1,AF,

Vektorski Laplace ima eno samo dobro lastnost. V kartezicnih
koordinatah ga lahko razvijemo v vsoto treh skalarnih Laplace na posameznih
komponentah vektorske funkcije. Skalarni Laplace je nazadnje tisto, kar
dejansko znamo resiti. Poleg kartezi¢nih koordinat je razvoj v skalarni Laplace
mozen povsod tam, kjer so smerni _Yektorji konstantni. V valjnih in valjno-

elipticnih koordinatah je smernik 1, konstanten, torej smemo komponento

z vektorskega Laplace fZ'AIE =AF, zapisati s skalarnim Laplace
pripadajoCe komponente F,

%k %k %k % X%



8. Maxwellove enacbe

James Clerk Maxwell je vse dotedanje znanje o elektriki in magnetiki
leta 1861 zdruzil v slovite enacbe, ki danes nosijo njegovo ime. Maxwellove
enacbe lahko zapiSemo na razlicne nacine. V vektorskem zapisu, kot jih
najpogosteje uporabljamo danes, jih je dve desetletji za Maxwellom zapisal
Sele Oliver Heaviside.

Pri osnovah elektrotehnike zapiSemo Maxwellove enacbe z najmanj
matematike v integralni obliki. V elektrodinamiki jih je treba pretvoriti v
diferencialno obliko, da postane naloga zadosti majhna, torej diferencialno
majhna. V diferencialno majhni nalogi so zakasnitve diferencialno majhne,
torej relativistika ne nagaja.

Povezavo med viri polja in pretokom je nasel znani matematik Carl
Friedrich Gauss leta 1835. V elektrostatiki je vsota prostorske gostote
elektrine p(7) v dolo&eni prostornini V  enaka celotni elektrini Q . Isti

rezultat da tudi vsota gostote elektriénega pretoka f)(?) po sklenjeni
povrSini A , ki zajema isto prostornino:

Gaussov zakon Gaussov zakon v integralni obliki
[ o(F)av=0=4p D(7)1,dA

o(F)=prostorska gostota elektrine [As/m’]

Q=celotna elektrina [As]

D(7)=gostota elektricnega pretoka [As/m’]
Gaussov izrek

{1 divf)(?)dV:gEﬁﬁ(;).fndA

Gaussov zakon v diferencialni obliki

p(7)=divD(F)
E(7)=elektricna poljska jakost [V /m]

e=dielektricnost [As/Vm]

Magnetno polje nima izvorov - - - .
D(7)=€eE(F) » div(eE(F))=p(F)

¢ B(F)-T,dA=0 » divB(7)=0
A



Zapis v taksni integralni obliki (seStevanje) je sicer preprosto razumljiv,
ampak neroden. Za opis fizikalnega zakona potrebujemo neko prostornino
V in neko sklenjeno povrSino A , ki nista del naloge niti nujno nista
majhni. S pomocjo Gaussovega izreka iz matematike pretvorimo Gaussov
zakon v diferencialno obliko div D(7¥)=p(7) .

Magnetno polje nima izvorov niti ponorov. Gaussov zakon za gostoto
magnetnega pretoka B(7) lahko pretvorimo iz integralne oblike v
diferencialno  div B(7)=0 .

Povezavo med elektri¢nim tokom I in pripadajo¢o magnetno poljsko
jakostjo H(F) je nadel André-Marie Ampeére leta 1826. Integral H (7)
po sklenjeni krivulji s daje skupni tok I , ki teCe skozi krivuljo. Tok I je
vsota gostote elektricnega toka 7(?) po poljubni ploskvi A , ki je vpeta
na isto sklenjeno krivuljo:

Am pérej ev zakon Ampérejev zakon v integralni obliki
ff_j(F)skupnl.fndA:I:¢I__’I(F)'fsds
A s

(7)=gostota elektricnega toka [A/m’]

= Iy

=celoten elektricni tok [A]

)

(¥)=magnetna poljska jakost [A/m]

Stokesov izrek
ff (rot FI(F))-fndAzgﬁ H(7)-1,ds

b

y=specificna prevodnost [A/Vm]

-

aD(F) j(F)prevodni:yE(F)

rOtH(F):j(F)skupm:j(F)prevodni-'-j(F)konvektivni+
7 (F ) = ‘_j (F )prevodni+ _j (F )konvektivni C.
rotH(F):7(F)+aE(F):7(7)+eaE(?) - _dQ
ot ot S

Zapis Amperejevega zakona v integralni obliki (sestevanje) je sicer
preprosto razumljiv, ampak neroden. Za njegov opis potrebujemo neko
sklenjeno krivuljo s in neko ploskev A , ki nista del naloge niti nujno
nista majhni. S pomocjo Stokesovega izreka iz matematike pretvorimo



Ampérejev zakon v diferencialno obliko  tot H (F)=J (F ) yupm -

Amperejev zakon vkljuCuje vse elektricne tokove: prevodni tok
I, evoani v kovinah, konvektivni tok nosilcev elektrine v povsem praznem
prostoru  Iyoneicivni IN POljski tok I . =dQ/dt kot prirastek elektriénega
pretoka v enoti ¢asa. Gostoto poljskega toka af)(F)/ Ot obicajno
zapiSemo posebej. Oznako j(F) obicajno uporabljamo za gostoto
prevodnega elektricnega toka, saj konvektivni tok v marsikateri prakticni
nalogi ne nastopa.

Znotraj prevodnika je gostota prevodnega elektricnega toka 7(?)
povezana z elektri¢no poljsko jakostjo E(F) preko specifitne prevodnosti
snovi ¥ , vendar te povezave pogosto ne zapisujemo.

Michael Faraday je leta 1831 odkril, da sprememba celotnega
magnetnega pretoka d®/dt=—U, inducira v Zi¢ni zanki napetost.

Inducirana napetost je integral elektricne poljske jakosti po sklenjeni krivulji
zanke s . Celoten magnetni pretok je vsota gostote magnetnega pretoka

B(F) po poljubni ploskvi A , ki je vpeta na sklenjeno krivuljo zanke:

Faradayev zakon Faradayev zakon v integralni obliki
O [[B(F)1,da=9L=—§ E(7)1.ds
oty t d

B(7)=gostota magnetnega pretoka [Vs/m’]

d=celoten magnetni pretok [Vs]

E(F)=elektricna poljska jakost [V /m]
Stokesov izrek

ﬂ (rotE(F))-fndAzgﬁ E(F)1.ds

A

Faradayev zakon v diferencialni obliki

= _ OB(F oH(F
rot E(7)=— a(t):—u 85)

w= permeabilnost [Vs/Am] Magnetno polje nima izvorov

B(7)=wH(T) 25(7)

div[rotE(F)]ZOZdiV[—T > divB(F)=0




Zapis Faradayevega zakona v integralni obliki (seStevanje) je sicer
preprosto razumljiv, ampak neroden. Za njegov opis potrebujemo neko
sklenjeno krivuljo s in neko ploskev A , ki nista del naloge niti nujno
nista majhni. S pomocjo Stokesovega izreka iz matematike pretvorimo

Faradayev zakon v diferencialno obliko rot E(F)=—0 B(F)/ot .

Pri opisani obravnavi Maxwellovih enacb v elektrodinamiki privzamemo
poenostavitev, da se krivulje s , ploskve A in prostornine V s casom
ne spreminjajo. Prav tako privzamemo, da je odziv snovi linearen in so
lastnosti snovi dielektricnost € , prevodnost ¥ in permeabilnost W
preproste skalarne konstante. Taka snov je torej homogena, da lastnosti
snovi niso odvisne od polozaja 7 , in izotropna, da lastnosti snovi niso
tenzorji.

Ce izratunamo izvornost div() Faradayevega zakona, ugotovimo, da
gostota magnetnega pretoka B(F) nima izvorov. Magnetnih nabojev ali

magnetin kljub vsemu iskanju do danes fiziki niso nasli. Poseben zapis
Gaussovega zakona za magnetno polje torej sploh ni potreben.

Relativistika sicer nikjer ne zahteva vrtin¢enja. Ampere in Faraday
mogoce danes izgledata starokopitna? Kljub odsotnosti magnetnih nabojev
imamo razlicne naravne snovi (feromagnetiki) in umetno izdelane uporabne
naprave (zi¢ne zanke, tuljave), kjer je obravnava z vrtinéenjem dobrodosla.
Predznake magnetnih velicin  H(7) , B(7) in ® smemo poljubno
izbrati, na primer z izbiro desnoro¢nega koordinatnega sistema. Edina
resnicna fizikalna zahteva je, da imata Ampeére in Faraday razlicna predznaka!

Ce izratunamo izvornost div() Ampérejevega zakona, pridemo do
pomembne povezave med gostoto elektricnega toka J (F) in prostorsko
gostoto elektrine p(7) . V izvorih toka se zaéne pojavljati primanjkljaj

elektrine, v ponorih toka pa zacCne prirascati viSek elektrine. Opisano fizikalno
zakonitost imenujemo zveznost toka in elektrine.

Ce sedtejemo gostoto elektri¢nega toka 7(?) v celoten elektricni tok

I in prostorsko gostoto elektrine p(7) v celotno elektrino Q , lahko
zveznost toka in elektrine opiSemo Se bolj enostavno s skalarno enacbo.
Preprost zgled sta dve sicer izolirani kovinski elektrodi, ki ju povezemo s
prevodno Zico. Tok v zici I je enak ¢asovnemu prirastku elektrine

dQ,/dt na eni elektrodi in primanjkljaju elektrine —dQ,/dt na drugi
elektrodi:



Zveznost toka in elektrine JIJ div3(F)av=I
\2
o T =t OD(F) 0=1+9Q
Ampére: totH(F)=J(7)+ T /div() fffap(F)dV:d_Q dt
. . . ot dr
div [rot £ (7)]=0=divJ (7)+-Ldiv D (F)
Elektroda#1

Elektroda #2 —@:I:@
dt dt

Sﬁ E(F)-fstZOZH(rotE(F))-fndA > 1 (rotE(7))=0

S1+S, A

V elektrotehnicnih nalogah pogosto uporabljamo velicino elektricno
napetost U . Napetost med dvema tockama je integral elektricne poljske
jakosti E(7) po krivulji s , ki povezuje obe tocki. V elektrodinamiki
definicija napetosti ni vedno smiselna. V marsikateri nalogi elektrodinamike
napetost U sploh ne obstaja, ker integracija po razli¢nih poteh daje
razlicne rezultate.

Strogo misljeno napetost U obstaja samo takrat, ko daje integracija
po katerikoli poti enak rezultat. Integracija po katerikoli sklenjeni poti mora
dati rezultat ni¢, kar strogo zahteva rotE(F):O . V marsikateri nalogi se
sprijaznimo z definicijo napetosti U v izbrani ravnini in takrat zadoSca

milej&i pogoj 1.-(rot E(7))=0 .

V predlagani vektorski in diferencialni obliki lahko zapiSemo Maxwellove
enacbe na Stevilne razli¢ne nacine. Ko so vse elektricne in magnetne veliCine
funkcije istega polozaja (7 ) , lahko to v vseh enacbah izpustimo. Preprosta
linearna, homogena in izotropna snov nam omogoca, da iz enacb izlo¢imo
gostote pretokov. Koncno v frekvenénem prostoru postanejo vse elektricne
veliCine kazalci, ¢asovne odvode pa nadomesti j :



Valovna enacbha

Casovni prostor Snov Poljske jakosti ~ Odvodi  Frekvencni prostor _
) A=l D=E ) Rl G0 () ;gig:;x;f
(2) rotE:—g—tB (2) rotE:—MgTH (3) divE=g¢

(3) divD=p (3) divE=E
rot(rotE):—jwurotﬁ:—jwu(_j+jwe]§):—jwu_j+m2ue]_~f
rot(rotE)zgrad(diVE)—AE:égradp—AE Valovna enacba za E

A]_:;+m2u€]_~f:jwuj+%gradp
rot (rot H)=rot J+ jo e rot E=rot J +®w’w e H

rot (rot H)=grad(divH)~AH=—AH Valovna enacba za H

AI_:I+(1)2ME H=—rot]J

S pomocjo Maxwellovih enacb skuSamo resiti preprosto elektrotehnicno
nalogo: kaksni sta polji E oziroma H , e poznamo izvore, torej vse
tokove J in vse elektrine P ? Valovno enacbo za elektri¢no polie E
dobimo tako, da drugo Maxwellovo ena¢bo (Faraday) odvajamo z rot()
Dobljeni rot H nato zamenjamo po prvi Maxwellovi enacbi (Ampére).
Konéno pretvorimo  rot(rot E) v vektorski Laplace A E in manjkajoci

divE nadomestimo s tretjo Maxwellovo enacbo (Gauss).

Valovno enacbo za magnetno polje H dobimo na podoben nacin.
Najprej odvajamo Ampére z rot() . Dobljeni rot E nato zamenjamo po
Faradayu. Koncno pretvorimo rot(rotﬁ ) v vektorski Laplace AH , Saj je

div H=0 vedno nic.

Obe valovni enatbiza E in H imata isto pomanjkljivost: na izvore
na desni strani, tokove J in elektrine P delujejo diferencialne operacije,
ki jih je obiajno tezko izraCunati zaradi singularnosti. Racunanije elektricnega
in magnetnega polja neposredno preko Maxwellovih enacb iz tokov in elektrin
ni najbolj ugodna pot. Obe valovni enacbi za E in H sevedas pridom
uporabljamo v tistih delih prostora, kjer izvorov ni in je desna stran valovnih
enacb enaka nic.



Koncno v elektrotehni¢nih nalogah pogosto naletimo na primere, ko
imamo v isti nalogi vecC razlicnih snovi. Vsaka snov sama zase je preprosta,
torej linearna, homogena in izotropna. Meja dveh razlicnih snovi predstavlja
singularnost, kjer ne smemo uporabljati Maxwellovih enacb v diferencialni
obliki. Mejo dveh razlicnih snovi zato opiSemo s prestopnimi pogoji povsem
enako kot pri osnovah elektrotehnike:

Prestopni pogoji o= ploskovna elektrina [ As/m”]
Snov#? K =ploskovni tok [A/m]
- €,
DZn Mz - - -
. . H. B 1nX(E2_E1):0
bi, fn'(D_>2_D_’1):0

Snov#1
€
Wy
Dl’El’Hl’Bl

Tangencialno komponento izlusci vektorski produkt z normalo, normalno
komponento pa skalarni produkt z normalo. Tangencialna komponenta E
in normalna komponenta B vedno prestopata zvezno. Normalna
komponenta D lahko ima skok, ki ustreza ploskovni elektrini O , ki se je
nabrala na meji dveh snovi. Ploskovni tok K na meji dveh snovi povzroci
skok tangencialne komponente H

% %k %k % X



9. Vektorski potencial

ReSevanje preproste elektrotehni¢ne naloge: kaksni sta polji E(F)
oziroma H(7) , e poznamo izvore, torej vse tokove J(F) in vse

elektrine p(7) , vodi v dve komplicirani, vektorski diferencialni valovni
enacbi drugega reda. Kompliciran racun skusamo poenostaviti z uvedbo novih
vmeshih spremenljivk, ki jih imenujemo potenciali.

Racun je najpreprostejsi v elektrostatiki 0/0t=0 oziroma w=0 .
Takrat je vrtinéenje elektri¢nega polja zagotovo enako ni¢  rot E (F)=0 . Ce
je vrtinCenje vektorskega polja enako nic, lahko takSno polje zapiSemo kot
smerni odvod neke skalarne veli¢ine. Izbrano skalarno funkcijo V (7)
imenujemo kar potencial v elektrostatiki:

E(F)=—gradV (7)

div E=

m|o
ol

> div(gradV]|=AV=—

Zal sta takden potencial V (7) in pripadajoca diferencialna ena¢ba
skoraj neuporabna v elektrodinamiki, kjer velja w#0 oziroma rotE#0 .

Podoben skalarni potencial Vm(F) lahko uvedemo v magnetostatiki.
rot H(7)=0 zahteva statiko 6/0t=0 oziroma ®=0 in hkrati $e
odsotnost tokov 7(?)20 vsaj v tistem delu prostora, kjer uporabljamo
Vm(?) . Skalarni magnetni potencial Vm('f) tedaj doloca enacba:

H(?)=—gradV, (F)
divA=0 » div(gradV,|=AV,=0

Zal sta takden potencial V. (7) in pripadajoca diferencialna enacba
skoraj neuporabna tam, kier je  J(¥)#0 oziroma v elektrodinamiki, kjer
velia w#0 oziroma joD#0 .

Gostota elektricnega toka J(7) je vektorska veli¢ina. Njenega uinka
zato ne moremo opisati z neko vmesno skalarno funkcijo, saj skalarna



funkcija vsebuje trikrat manj podatkov od vektorske funkcije. Smiselna izbira
bo v tem primeru neka vmesna vektorska veli€ina. Vektorski potencial

A(‘r’) je definiral ze James Clerk Maxwell kot:

B(¥)=rotA(F) oziroma H(F)z%rot?\(‘r’)

Nova veli¢ina vektorski potencial A(F7) ima merske enote [Vs/m] .
Pripadajoce elektri¢no polie E(F) dobimo iz Faradayevega zakona.
Elektricnemu polju smemo dodati poljuben smerni odvod, na primer

—grad V(F) , saj je vrtinéenje slednjega vedno enako ni¢:

roth—waZ—jwrotﬁ -> rot(E+ij):O
E(F)=—jwA(F)—gradV (7)

Polji E(7) in H(F) torejratunamo preko vmesnih spremenljivk,
vektorskega potenciala A(7) in skalarnega potenciala V(7) v poljubni
nalogi elektrodinamike, kjer velja w#0 , J(7¥)#0 oziroma p(7)#0 .
Pri tem smo skalarni potencial V (¥) izbrali tako, da je ¢&im bolj podoben
tistemu iz elektrostatike. Za oba potenciala A(7) in V(F) moramo
seveda poiskati tone valovne enacbe v elektrodinamiki.

Valovno enacbo za vektorski potencial A(7) dobimo iz Ampérejevega
zakona:

rotﬁzrot(érotA):7+jwEE:7+wzeA—jmegradV

rot(rotA):grad(div A)—AA
AZ\+u)2u(—:Z\:—M7+grad(jww—:V+diVZ\)

V vsem dosedanjem izvajanju je bilo dolo¢eno samo vrtincenje
vektorskega potenciala rot A . Izvornost vektorskega potenciala divA je
zaenkrat poljubna, saj je popolnoma neodvisna od vrtincenja.

Izvornost vektorskega potenciala div A lahko izberemo na razli¢ne
nacine. Najbolj preprosta je Columbova izbira div A=0 (angleSko: Columb
gauge). Valovno enacbo za vektorski potencial najbolj poenostavi Lorentzova



izbira jwueV+div A=0 (anglesko: Lorentz gauge):

-

AA(F)+o’ueA(F)=—ui(7)

Vektorski potencial A(F) je tedaj odvisen samo od gostote
elektritnega toka J(7) ter ni odvisen od prostorske elektrine p(7) . Iz
Gaussovega zakona dobimo e valovno enacbo za skalarni potencial V (7')

diVE:%:div(—j(x)A—gl‘adV):—(x)ZMEV—AV

AV(7)+w2MeV(F):_p(€F)

Skalarni potencial V (7) je z Lorentzovo izbiro odvisen samo od
prostorske elektrine p(?) ter ni odvisen od gostote elektricnega toka
J(7) . Ceprav ima skalarni potencial V (¥) merske enote volti [V ] , ni

neposredno povezan z elektricno napetostjio U , saj je slednja lahko
definirana na razli¢ne nacine oziroma v marsikateri nalogi elektrodinamike
sploh ne obstaja.

Lorentzova izbira omogo¢a, da lepo lo¢imo ucinka elektrine p(7) in
toka J(F) .Elektrina p(7) je skalarna veli¢ina in poganja skalarni
potencial V (F) .Tok J(F) je vektorska veli¢ina in poganja vektorski
potencial A(7) . Pri tem ne smemo pozabiti, da sta tok J(7) in elektrina

p(7) povezana z zahtevo za zveznost jwp(7)+divJ(7)=0 .

Konstanta ’we nastopa v vseh valovnih enatbah za E(7) ,

H(?) , A(¥) oziroma V(F) . Konstanto lahko izrazimo na razli¢ne
nacine vkljuéno s hitrostjo valovanja 1/vmte=v|[m/s] :

2
wzue:%:kz > k=% = ymwe=valovno Sstevilo IE]
\% \'% m

Valovno Stevilo k pove, kako hitro se faza spreminja z razdaljo v
prostoru. V praznem prostoru seveda velja €=¢€ , Y=Y, , k=k, in

8 - v - - v -
v=c,~3-10"m/s . Z valovnim Stevilom k obe valovni enacbi za
potenciala preprosto zapiSemo v frekvenénem prostoru:

AA(F)+K*A(F)=—ud (F)



AV (F)eicv (7) =P
Najprej poskusimo poiskati reSitev za skalarno enacbo za V(F) , Saj
je preprostejSa od vektorske enacbe za A(F) . Najbolj preprost primer je
ena sama tockasta elektrina Q v koordinatnem izhodis¢u. TakSna elektrina
predstavlja singularnost, zato jo omejimo s kroglico s polmerom r,

ToCkasta elektrina Zunaj kroglice p(r>r,)=0 - AV+KV =0
A Ugibamo resitev V(r,@,d))zge_jkr
w#0 z r

VE)=vie.e) o ay=g i(ﬁe-fkr):_f c

"or\r r r

iz"'ﬂ)e_jkr
r

. 10
AV=d dv)==-<
iv(gradV) For

ﬂ-c)(%i ejkr)
r r

AV:—%(jke_jkr+(1 +jkr) (= jk)e ) ==KV

AV+HV=-E « fvﬂ v’

I avav+[ff deV':M—%dV':—%

[[J avav'=[[[ div(gradv)dv '=¢p grad V-1 dA'=grad V-1, nr’=—an C(1+ jkr,)e ™
v v PX

ry>0 -4 n:C(1+jkr)ef"kr—)—4JcC —47:C=—%

[[f kvav'=[ ke ™ anridr>0 c=—2L  v(ree)=—L "
& O 4me 4mer

Zunaj kroglice r>r, ni elektrin niti singularnosti. Zunaj kroglice
reSujemo poenostavljeno valovno enacbo brez izvorov. ReSitev za
V(F)=V(r,®,d) ugibamo v krogelnih koordinatah. V elektrostatiki je
potencial tockaste elektrine to¢no obratno sorazmeren razdalji 1/r .V
elektrodinamiki sklepamo, da bo potencial V(¥ ,t) zakasnjen ucinek
elektrine Q(t')=Q(t—r/v) .V frekvenénem prostoru pomeni opisana
zakasnitev fazni zasuk ¢@=—kr , kjer minus pomeni zaostajanje faze.

Diferencialna enacba drugega reda zahteva dve neodvisni resitvi, v
opisanem primeru s &lenoma e in e .Clen ™" fizikalno ni
smiseln, ker je potencial V(F) posledica elektrine Q , torej sme biti
kvedjemu zakasnjen. Fizikalno torej zado&¢a resitev e in ena sama



pripadajoca konstanta C .

V notranjosti kroglice r<r, smemo poskusiti z enako resitvijo za
potencial V (7) , &eprav elektrina p(7) tam ne bo prav povsod enaka
ni¢. Cesar v notranjosti kroglice ne znamo narediti, v singularnosti v
koordinatnem izhodis¢u ne znamo izraCunati diferencialnih operacij gradV
niti AV . Valovno enacbo zato integriramo po celotni prostornini V'
kroglice.

Izratun AV =div(gradV) v singularnosti v koordinatnem izhodié¢u
zaobidemo tako, da integral po prostornini V' kroglice pretvorimo s
pomocjo Gaussoveda izreka oziroma definicije izvornosti v integral po povrsini
kroglice A’ , kjer ni singularnosti in znamo izraCunati gradV . Sam
potencial V' smemo integrirati po celotni prostornini kroglice singularnosti
navkljub, saj je vrednost integrala omejena in gre proti ni¢, e kroglico
manjsamo v ni¢ r,=~>0 .

V opisani nalogi opazimo, da nam primanjkuje razli¢nih érk! Crko V.
uporabljamo tako za potencial kot za prostornino kroglice, zato slednjo
oznaimoz V' .Crko A uporabljamo tako za vektorski potencial A
kot za povrsSino, zato slednjo oznaCimoz A’ . Konc¢no, ¢rko P
uporabljamo tako za gostoto elektrine kot za valjno koordinato, ki v opisani
nalogi na sre€o ne nastopa.

Integracija desne strani valovne enacbe je preprosta, sestejemo vse
elektrine znotraj kroglice. Za eno samo tockasto elektrino Q v
koordinatnem izhodis¢u dobimo —Q/€ . Z manjSanjem kroglice v nic

ro>0 dobimo iskano konstanto C=Q/(4me) . Resitev valovne enatbe
za skalarni potencial ene same tockaste elektrine Q v koordinatnem
izhodiSCu se torej glasi:

-\ __ Q — jkr
V(r)_4rcere

Opisano resitev valovne enacbe lahko takoj posplosimo za elektrino
Q na poljubnih koordinatah 7' tako, da prestavimo izhodisce
koordinatnega sistema. Razdaljo r tedaj nadomestiizraz [F—T7'

Ker je valovna enacba linearna, je vsota veljavnih resitev prav tako
reSitev iste enacbe. Izraz za potencial ene toCkaste elektrine smemo torej

razSiriti na vsoto potencialov ve¢ tockastih elektrin Q, , Q, , Q; ... na



—

pripadajocih koordinatah 1, , 1, , T; ...

Koncno lahko vsoto tockastih elektrin Q, , Q, , Q; ... prevedemo
na integral prostorske elektrine p(7') :

SploSen polozaj elektrine Vec elektrin

Valovno enacbo za vektorski potencial A(7) razstavimo na

komponente v kartezi¢nem koordinatnem sistemu (x,y,z) . Konstantni
smerni vektorji slednjega omogocajo preprosto razstavljanje vektorskega
Laplace A A(F) . Dobimo tri skalarne valovne enacbe:

AA(FI+KA(F)=—uJ (F)
AA(F)+KA,(F)=—uJ (F)
AA,(F)+K A, (F)=—uJ,(F)

Matemati¢no povsem enakovredno skalarno valovno ena¢bo za V (F)
smo Ze resili. Torej uporabimo isti postopek reSevanja tudi za tri skalarne

-

enacbe za komponente vektorskega potenciala Ax(?) , Ay(r) in
AZ(F) . Dobimo tri obrazce za izraun komponent:



Vse tri reSitve lahko preprosto zdruzimo v vektorski zapis, ki velja v
poljubnem, tudi krivo¢rtnem koordinatnem sistemu:

o KIF=Tl

A(F)= 4nﬂfl T

Iz obrazca za izraCun vektorskega potenciala Z\('r’) je razvidno, da
ima sledniji isto smer kot tok 7(?) , ki ga poganja. Informacija o smeri
gibanja elektrin se torej neposredno prenasa v vektorski potencial. Koncni
obrazec za izracun vektorskega potenciala A('r’) je silno podoben obrazcu
za izratun skalarnega potenciala V (7) :

—Jkl —7]

L o) av

Oba gornja obrazca imata skupno ime obrazca za zakasnjena potenciala
(anglesko: retarded potentials). Ime zakasnjena potenciala izvira iz strogega
upostevanja zakasnitve ucinka izvora v tocki opazovanja potenciala, kar
zahteva relativistika.

4ﬂ:e

Med valovnima enacbama za vektorski in skalarni potencial ter
obrazcema za izracun vektorskega in skalarnega potenciala je nekaj
pomembnih razlik. Valovni enacbi veljata v poljubni tocki prostora s
koordinatami 7 .Izvora J(F) in p(F) imata iste koordinate kot
potenciala A(7) in V(F) v valovnih enatbah. Reitev diferencialne
valovne enacbe ni samoumevna. Diferencialna enacba naleti na tezave ob
singularnostih.

Obrazca za izraCun vektorskega in skalarnega potenciala uporabljata



dvoje razli¢nih koordinat. Koordinate izvorov r' so oznacene s Crtico kot
tudi pripadajoca prostornina V' in podobno. Koordinate izracunanih
potencialov so oznacene brez ¢rtic ¥ . Koordinate izvorov 7' so pri tem
popolnoma neodvisne od koordinat potencialov 7 . Pri odvajanju ali
integriranju moramo zato paziti, s katerimi koordinatami raCunamo: s
polozajem virov 7' ali s polozajem ucinkov (potencialov) 1 ?

Integriranje je samoumevno sestevanje ucinkov vec izvorov.
Integriranje je zelo odporno na singularnosti. Integracijo gostote elektrine
p(7) zlahka prevedemo na vsoto tockastih elektrin  Q; . Prostorsko
integracijo gostote elektricnega toka 7(?) zlahka prevedemo na eno-

dimenzijsko integracijo vzdolz Zice, ki vodi tok I .

Obrazca za zakasnjena potenciala A(7) in V(F) ne vsebujeta
vrtinéenja. Do to¢nega elektri¢nega polia E(7) torej lahko pridemo v
elektrodinamiki brez magnetnih veliCin in brez pravila desnega vijaka! V
obrazcu za izralun elektri¢nega polja E(F) iz potencialov A(F) in

V(F) :

E(F)=—joA(7)—gradV (7)
nastopajo samo Se koordinate tocke 7 , kjer v isti tocki prostora hkrati

opazujemo potenciala in polje. Smerni odvod v gornjem obrazcu za E(F)
torej raCunamo po koordinatah 7 !

% %k %k % X%



10. Poyntingov izrek

Vektorski potencial A(7) in skalarni potencial V (7) sta uporabno

matemati¢no orodje za reSevanje elektrotehni¢nih nalog. Ime potencial sicer
namiguje na normirano energijo v prostoru. Taksna fizikalna utemeljitev je
smiselna, saj sta oba potenciala tesno povezana z energijo premikajocih in
mirujocih elektrin.

V elektrostatiki w=0 dolocata energijo mirujocih elektrin v prostoru
elektri¢na poljska jakost E(7) in gostota elektrinega pretoka D(7) .
Skalarni produkt E(7)-D(F) dologa gostoto elektri¢ne energije v poljubni

tocki prostora. Celotno elektricno energijo dobimo tako, da gostoto energije
sestejemo (integriramo) povsod tam, kjer je elektricna poljska jakost

E(F)#0 razlicna od ni¢:

Elektricna energija _1 f B(F)D(F)dv __QU__CU
E 2 #
0=0 - sz_% diV(eVgradV):(gradeV)‘(gradV)ﬂVAV:f)-E—Vp

V(o)=0 > [[[ div(eVgradv)dv'=¢p (¢VgradVv)1,da=0= [[[ (E-D-pV)dv

V'2 o A->0 V'

ff o(7)V (7) dV':%ZQiVi

"(p#0)

Magnetna energija W :%

-

w=0 > J=rotH le(A H)=Hro0 tA—A-rotH=H-B—A-J

)=0 > [[[ div(AxH)dv'=4p (AxH)1,dA=0= [ (H-B-F-A)dV"
Vs A Voo

wey I 30 A

J#0

4

Z uvedbo skalarnega potenciala V (7) lahko celotno elektri¢no
energijo izraCunamo tudi na drugacen nacin. Pri izpeljavi uporabimo
poenostavljeno valovno enacbo AV =—p/e zastatiko w=0 . Hkrati
moramo privzeti, da je skalarni potencial v neskoncnosti V(oo):O enak



niC. SeStevamo (integriramo) le tam, kjer je gostota prostorske elektrine

p(7)#0 razlitna od ni¢. Izraéun se &e dodatno poenostavi, ¢e poznamo
potenciale elektrod V, in pripadajoce elektrine na njih Q; . Zal
poenostavljen racun ne pove, kje se dejansko nahaja elektricna energija v
prostoru.

V magnetostatiki w=0 dolocata energijo enakomerno premikajocih
elektrin v prostoru magnetna poljska jakost H (F) in gostota magnetnega
pretoka B(7) . Skalarni produkt H (7)-B(F) doloa gostoto magnetne

energije v poljubni tocki prostora. Celotno magnetno energijo dobimo tako,
da gostoto energije seStejemo (integriramo) povsod tam, kjer je magnetna

poljska jakost H (¥)#0 razliéna od nig.

Z uvedbo vektorskega potenciala A('r’) lahko celotno magnetno
energijo izraCunamo tudi na drugacen nacin. Pri izpeljavi uporabimo
poenostavljen Ampérejev zakon rot H=J za statiko w=0 . Hkrati
moramo privzeti, da je vektorski potencial v neskoncnosti A(oo):O enak
ni¢. Sestevamo (integriramo) le tam, kjer je gostota elektricnega toka

7(F)¢o razli¢na od ni¢. Zal poenostavljen racun ne pove, kje se dejansko
nahaja magnetna energija v prostoru.

V elektri¢nih vezjih sposobnost hranjenja elektri¢ne energije opisuje
kapacitivhost C kondenzatorjev. Sposobnost hranjenja magnetne energije
opisujeta lastna induktivhost L in medsebojna induktivhost M tuljav.
Podobno kot skalarni potencial V (F) pomaga dolo¢iti kapacitivnost C
kondenzatorjev, lahko vektorski potencial A(7) pomaga dolociti lastno
induktivnost L oziroma medsebojno induktivnost M tuljav.

Pri dolo¢anju medsebojne induktivnosti M izraunamo celoten
magnetni pretok & s seStevanjem gostote magnetnega pretoka B, skozi

presek A, izbrane tuljave oziroma Zi¢ne zanke. SeStevanje B,=rot A,
po preseku tuljave prevedemo s pomocjo Stokesovega izreka oziroma
definicije vrtin€enja na krivuljni integral vektorskega potenciala A, po
sklenjeni zanki.

Sam vektorski potencial A, izradunamo s pomocjo obrazca za

zakasnjeni potencial. Ker je medsebojna induktivhost M definirana samo
za nizke frekvence oziroma statiko w=0 , kjer so zakasnitve v prostoru
nepomembne, zaostajanja faze ni treba upostevati. Oba racuna lahko



zdruzimo v skupni izraz za medsebojno induktivnost, kjer magnetne veliCine
niti vektorski produkt sploh ne nastopajo:

Medsebojna induktivnost

w=0 > e =1 M:% Iiﬂ‘B' 1,dA :—ﬂ‘lrotA1 1 dA, —IigﬁA'l-l_;dsZ
1 A, s,

= 1
A—M ds,

b4 \FI

=B 5131“ =2 ds, ds,

4m s T |r,—T
1,1 Ll dg I Vo2 h?
ELEN TS i SR R A T LA (i
p+z' AT hso Uy oJpP4z?  CAThsp —h+ypieh
~ul Vp’
Alzlzhlim lnw M—(hrn In h+\/p +h’) lnp)
T h>>p p 2 h>p
2
(C Inp) lim In(h+Vp*+h%)~lim In(2 h++=)~lim In2h=C
h>p h>p 2h h>p
A Tods,=[A,(p=d) T,b—A\(p=d+a) T,b|~E21n 12
1

Medsebojna induktivnost sicer lahko ima oba predznaka glede na izbiro
prikljuckov obeh tuljav. Povsem jasno predznak medsebojne induktivnosti ne
sme biti odvisen od izbire desnoroCnega ali levoroc¢nega koordinatnega
sistema niti od izbire predznaka magnetnih veli¢in v Maxwellovih enacbah.

Dodatno racun medsebojne induktivnosti preko vektorskega potenciala
znizuje red naloge. IzraCun gostote magnetnega pretoka 1§1 prve zanke je
eno-dimenzijski integral, seStevanje ]§1 po preseku A, druge zanke je
dvo-dimenzijski integral, skupaj torej integracija v treh dimenzijah.

-

IzraCun vektorskega potenciala A, prve zanke je eno-dimenzijski
integral, sestevanije Al po krivulji s, druge zanke je eno-dimenzijski
integral. Skupaj torej integracija v dveh dimenzijah oziroma ena dimenzija
manj glede na racun preko 1§1 , kar pri Stevilskem reSevanju nalog sploh ni
zanemarljivo!

Kot zgled je prikazan izraCun medsebojne induktivnosti med zelo dolgim
vodnikom v osi  z in pravokotno Zi¢no zanko s stranicama a in b na



oddaljenosti d od dolgega vodnika. Pri izracunu vektorskega potenciala
A, naletimo na teZavo, slednji postane neskonéno velik za neskon¢no dolg

vodnik. Vektorski potencial Al zato izraCunamo za zelo dolg vodnik dolzine
2h , kjer velja h>p v podrocju pravokotne zanke.

Vektorski potencial Al(p) je v bliznji okolici zanke odvisen samo od
P . Vse ostalo zdruzimo v eno veliko konstanto C , ki ni odvisnaod P v
podrocju zanke. Konstanta C se pri integraciji vzdolZ stranic b natancno
odsteje. Integracija vzdolZ stranic a ne daje nobenega rezultata, saj so
vektorji v skalarnem produktu pravokotni med sabo. Koncni rezultat je seveda
po_polnoma enak tistemu iz osnov elektrotehnike z neposrednim izraCunom

B, in njegovo integracijo po povrsSini zanke.

V elektrodinamiki imamo obicajno prisotni obe vrsti energije: elektri¢no
energijo W, mirujocih elektrin in magnetno energijo W, premikajocih
elektrin. Povrhu se lahko energija v elektrodinamiki s Casom spreminja
oziroma potuje po prostoru. Izracun odvoda skupne energije po ¢asu

dW /dt je opisal Maxwellov u¢enec John Henry Poynting leta 1884:

Poyntingov izrek e, 0,2 ([ £ Dav+ L ] By
\%4 \4

v _ 6[ e de] [ fHHBdV]

W [ E-rotrav— [[f E-Tav - [[f fi-rotEav
fﬂ (E-rot i — F-rot E)dV — ME Jav=- fﬂ div(ExH)dv-p  P=[[[EJdv

W ¢ (ExH)T,da[[] ETav=—¢p S1,da—P S=ExH
\4 A

V izbrani prostornini V' se skupna energija W , shranjena v



kondenzatorjih kot W, in v tuljavah kot W, , zmanjSuje iz dveh razlogov.
Prvi¢, energija W lahko odteka (ali priteka) skozi sklenjeno ploskev A ,
ki oklepa izbrano prostornino V . DrugiC, energija W se lahko pretvarja v
toploto kot mo¢ P nauporih R znotraj prostornine V .

Gostoto pretoka moci skozi izbrano ploskev A opisuje Poyntingov
vektor S=EXH , ki ima merske enote [W/m®] . Poyntingov vektor
odgovori na vprasanje, kje sploh potuje elektricna moc po prostoru? V
prlmeru trakastega dvovoda |mamo od nic razli¢ni elektri¢no poljsko jakost

E in magnetno poljsko jakost H v praznem prostoru med trakovoma.
Moc torej ne potuje po kovinskih trakovih, pa€ pa po vmesnem praznem
prostoru:

]

Qe = |~ T~
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s_mom_ o U
. U S=ExH=-T, o
p=[[ 31 da=[ [ YL T dxdy=ur M
A ‘ 0 o dw “ 7 ——>y
- - L e
- H F) E) :_1 -
Prenos mogi (p.9.2)=~15 = % 3

Ce namestimo dve tak$ni napravi eno nad drugo: dva enaka vira, dva
enaka trakasta dvovoda in dve enaki bremeni, hitro ugotovimo, da sta
srednja vodnika povsem odvec. Elektricni tok po teh dveh sicer teCe, ampak v
nasprotnih smereh, da je vsota enaka nic. Ce oba srednja vodnika izlo¢imo in
zaporedno vezemo vira na eni strani ter bremeni na drugi strani, se pretok
elektricne moci prav ni¢ ne spremeni.

Ce izraCunamo elektricno polje E in magnetno polje H v okolici



valjastega upora, lahko ugotovimo, kako elektriéna moc vstopa v upor.
Elektricna moc vstopa v upor bo¢no v smeri —1, iz praznega prostora.

Elektricni tok tece skozi upor skozi prikljucka v osi v smeri —fz , torej
pravokotno na pretok moci!

V frekvencnem prostoru upostevamo, da sta E in H kazalcain sta
obicajno navedena z vrSnimi vrednostmi, ko ni izrecno drugace oznaceno.
Medseboijni fazni kot dobimo preko konjugirano-kompleksne vrednosti
magnetne poljske jakosti H* . Poyntingov vektor je tedaj kompleksen:

—

S=-EXH*=E_XH,,

N |+~

Podobno kot pri kompleksni mo¢i P=U1I*/2 predstavlja realni del
Poyntingovega vektorja Re[S] gostoto delovne moci. Imaginarni del
Poyntingovega vektorja Im[S] predstavija gostoto jalove modi oziroma je
merilo za energijo, ki niha v prostoru.

Poyntmgov vektor S je popolnoma definiran tudi takrat, ko smeri
vektorjev E in H sploh ne poznamo natanc¢no. Primer je soncna
svetloba, ki je nepolarizirano valovanje v dokaj Sirokem frekvencnem spektru.
Ne poznamo niti toCne frekvence niti smeri vektorjev E in H soncne
svetlobe.

v neposredni blizini Zemlje znasa Poyntlngov vektor soncne svetlobe
S —1 1400W/m” v vesolju, kjer smernik 1 kaZe proC od Sonca.
Ozracje vp|]e in odbije nekaJ soncne svetlobe, da povrsino Zemlje doseze
komaj S —1 1000 W/m’* ob lepem jasnem dnevu. Vsa ta elektriéna moc

prepotuje razdaljo skoraj r=150-10°km od Sonca do Zemlje po povsem
praznem prostoru, brez kakrsnihkoli kovinskih vodnikov.

Poyntingov vektor S je od vseh opisanih fizikalnih velicin tista, ki nam
najbolj nazorno opisuje dogajanje v elektricni napravi. Poyntingov vektor S
tudi preprosto merimo, na primer preko koli¢ine toplote, ki se razvija v ¢rnem
telesu. Podobno kot elektricha moC¢ P niti Poyntingov vektor S ne nosi
informacije o fazi, frekvenci, spektru ali polarizaciji elektromagnetnega polja.
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11. Elektromagnetno sevanje

Navidez preprosta elektrotehnic¢na naloga je izracun elektromagnetnega
polja H(7) in E(7) , ki ga poganja kratek odsek Zice dolzine h , po
katerem teCe tok I , kar imenujemo tokovni element. Racun si
poenostavimo tako, da zico (vir) postavimo v koordinatno izhodisce in
raunamo polje (ucinek) v krogelnih koordinatah (r,®,®) .V
magnetostatiki w=0 sta opisano nalogo resila Jean-Baptiste Biot in Félix
Savart Ze davnega leta 1820, torej kar nekaj let pred Ampérejem in
Faradayem.

V elektrodinamiki w#0 isto nalogo poskusimo resiti preko
potencialov. Gostota elektricnega toka _j(F ) Vv Zici poganja vektorski
potencial A(F) v prostoru okoli Zice. Racun si poenostavimo tako, da
integriramo gostoto toka J(7') po preseku Yice A' vtok I in

privzamemo, da je odsek Zice kratek v primerjavi s tocko opazovanja polja
h<<r in hkrati kratek v primerjavi z valovno dolZino h<<A :

Tokovni element S (€ e L
- u W2 | oIkl dV'=A'dz
A(f)=— | 1. [-———dz'
) 4y, t [F=T ‘
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Rezultat za vektorski potencial A(F) pretvorimo v krogelne



koordinate, da z izraCunom vrtinCenja pridemo do pripadajoCe magnetne
poljske jakosti H (7) . Elektrodinamika w#0 zanesljivo dodaja rezultatu
zakasnitev e/ . Poleg zakasnitve vsebuje rezultat §e dodaten &len jk/r
v primerjavi z Biot-Savartovim zakonom iz magnetostatike. Biot-Savartov Clen

1/r° je pri majhnih razdaljah r in nizkih frekvencah (majhen k=w/v )
dosti vedji od dodatnega clena jk/r , da slednjega sploh ne opazimo.

Dodatni ¢len jk/r postaja cedalje pomembnejsi z vecanjem razdalje
r in viSanjem frekvence (viSanjem k ). Pri velikih razdaljah r in visokih
frekvencah ® dodatni ¢len jk/r povsem previada, saj tam Biot-Savartov
&en 1/r® popolnoma presahne. Pri velikih razdaljah r in visokih
frekvencah ® ima pripadajoce elektromagnetno polje povsem drugacne
lastnosti. Opisani pojav imenujemo elektromagnetno sevanje.

Biot-Savartov zakon sicer opisuje magnetno polje kratkega odseka Zice,
ampak pri tem privzema, da vec taksnih kratkih odsekov sestavlja sklenjeno
zanko, po kateri te¢e tok I . En sam odsek Zice v statiki fizikalno ni smiseln,
saj elektricni tok I ne more izvirati iz niC¢ na zacetku Zice niti ponikniti v ni¢
na koncu Zice.

V elektrodinamiki w#0 opisuje ponor oziroma izvor toka zahteva za
zveznost toka in elektrine:

dQ :
[=+—%=x
i VLY.

Osamljen odsek Zice s tokom I je v elektrodinamiki fizikalno
popolnoma utemeljen, €e ga dopolnimo z elektrinama —Q in +Q na
zaCetku in na koncu Zice. Elektrini —Q in +Q poganjata skalarni
potencial V(F) . Izracun slednjega si poenostavimo, ¢e upoStevamo, da sta
elektrini —Q in +Q na majhnirazdalji h<<A v primerjavi z valovno
doli(inc)J in hkrati na majhni razdalji h<<r v primerjavi s to¢ko opazovanja

V(r) .

Ker sta elektrini —Q in +Q enako veliki ampak nasprotnih
predznakov, se pri razvoju funkcij v vrste najvecji Cleni med sabo natancno
uni¢ujejo. Pri poenostavitvah razdalie [F—F| , faze e ', amplitude

1/|[F—7] in nadaljnjem ra¢unanju moramo zato upodtevati vsaj dva
najvecja Clena Clena razvoja v vrsto posamezne funkcije:
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Osamljen odsek Zice s tokom I v elektrodinamiki poganja poleg
magnetnega polja H(7) tudi elektri¢no polie E(7) . Slednje izratunamo
iz obeh potencialov po izrazu:

E(F)=—joA(F)—grad V (F)

Popolnoma enak rezultat za elektri¢no polje E(7) dobimo iz
Amperejevega zakona. Pri tem upostevamo, da je gostota elektricnega toka
skoraj povsod v prostoru J(7)=0 enaka ni¢ razen v Zici v koordinatnem

izhodis¢u. Maxwellove enacbe pri tem niso bliznjica, saj zahtevajo izbiro
predznaka magnetnih veliCin, izbiro desnoro¢nega koordinatnega sistema in

dvakratni izraéun vrtinéenja. Neposredna pot do elektri¢nega polia E ()
preko potencialov ne zahteva ni¢ od navedenegal!

Elektri¢no polje E(F) lahko izrazimo s tokom I ali z elektrinama
—Q in +Q . Izraz z elektrinama je povsem smiseln tudi v statiki w=0
in k=0 , ko preostala ¢lena natanéno ustrezata izrazu za potencial V (7)
toCkastega statiCnega elektricnega dipola. V statiki w=0 potencial
toc¢kastega dipola upada obratno sorazmerno kubu 1/r° razdalje.

Tokovni element je z drugimi besedami tockasti dinamicni elektricni



dipol. Pri. w=0 elektricni dipol vsebuije le dve elektrini —Q in +Q , ki
mirujeta na pripadajocih elektrodah. Pri. w#0 elektri¢ni dipol potrebuje Se
tok I v Zici, da na elektrodi izmenicno privede oziroma od tam odvede
elektrini —Q in +Q .

Poleg opisa staticnega tockastega dipola vsebuje izraz za elektri¢no
polie E(F) $e ve¢ dinami¢nih Elenov. Podobno kot izraz za magnetno polje
H(7) tudiizraz za elektri¢no polie E(7) vsebuje &len —k*/r , ki
upada obratno sorazmerno 1/r z razdaljo in opisuje elektromagnetno
sevanje. Preostala dinamicna Clena  jk/ r’ opisujeta energijo, ki niha v
bliznji okolici elektricnega dipola.

Pomen posameznih Clenov je odvisen od razdalje opazovanja r in
frekvence w=2mxf , ki dolo€a valovno Stevilo k=w/v oziromav
praznem prostoru k,=w/c, . Na majhnih razdaljah in pri nizkih frekvencah
prevladujeta stati¢na ¢lena 1/r° . Na velikih razdaljah in pri visokih
frekvencah prevladuje sevanje —k°/r .

Prakti¢ni pomen posameznih ¢lenov je prikazan v spodnji tabeli za tri
znacilne naloge elektrotehnike: elektroenergetsko omrezje, radio in svetlobo.
V laboratorijskem poskusu na razdalji r=1m velikost posameznih ¢lenov

neposredno opisuje valovno &tevilo k oziroma njegov kvadrat k> :

Primeriava Omrezna Radijski Zelena vidna
nanJ frekvenca v brezvrviéni svetloba
elektrote?mike energetiki telefon A=0.5um
f=50Hz f=900MHz | f=600THz
Val Stevil _
° ovn?( Srevio 1.05-10 °rd/m 18.9rd/m 1.26-10"rd/m
k* 1.15-10 “rd*/m’| 355rd*/m” | 1.58-10 “rd*/m]
Cleni so enako
veliki pri r=1/k 955km 5.3cm 80nm

Za opis in nacrtovanje vecine elektroenergetskih naprav popolnoma
zadoscCata elektrostatika in magnetostatika. Na razdalji r=1m socleni k
oziroma k° manijsi od pogreska vseh razpoloZljivih merilnih indtrumentov! V

elektroenergetiki opazimo pojave elektrodinamike Sele pri daljnovodih, daljSih
od nekaj sto kilometrov!




Vecino pojavov vidne svetlobe popolnoma opisuje elektromagnetno
sevanje. Staticna Clena in preostala dinamicna ¢lena so zanemarljivo majhni v
primerjavi s sevanjem celo v notranjosti mikroskopsko majhnega Cipa
polprevodniskega laserja ali fotodiode. Sevanje, dinamicna Clena in stati¢na
Clena so priblizno enako veliki na razdalji r=80nm oziroma komaj nekaj
sto atomov ali molekul snovi.

V podrodCju radijskih frekvenc so sevanje, dinamicna clena in staticna
Clena istega velikostnega razreda na razdaljah preprostega laboratorijskega
poskusa, to se pravi nekaj centimetrov do nekaj metrov. Ker primerni merilni
pripomocki za podrocje radijskih frekvenc niso bili dostopni, sta se
elektrotehnika (statika) in optika (sevanje) dolga stoletja obravnavali povsem
lo¢eno. Sele Heinrich Rudolf Hertz je s poskusi leta 1889 koncno povezal
elektrotehniko in optiko.

Elektromagnetno sevanje je dodaten pojav, ki nima razlage v
elektrostatiki niti v magnetostatiki. Razlika med statiko in sevanjem je najbolj
ocitna v pogledu energije oziroma moci. Gostoto pretoka moci natan¢no
opisuje Poyntingov vektor S=ExH*/2 , ki ga preprosto doloc¢imo iz
znanega elektricnega in magnetnega polja toCkastega dinamicnega
elektri¢nega dipola:
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Izraunani Poyntingov vektor §(F) ima realni in imaginarni del.
Imaginarni del je jalova moc, torej energija, ki niha v bliznji okolici tockastega
dinamiCnega elektricnega dipola. NihajoCa energija vsebuje elektricno
energijo in magnetno energijo, kar je skladno razlagam iz elektrostatike in
magnetostatike. Magnetno energijo vsebuje induktivnost zice L , elektricno
energijo pa kapacitivhost med koncema zZice C .

Realni del Poyntingovega vektorja S(7) pomeni delovno moc.
Delovna moc€ nima razlage niti v elektrostatiki niti v magnetostatiki, saj
naprava ne vsebuje nobene snovi z izgubami y#0 oziroma nobenih
uporov R niti feromagnetnih jeder z izgubami? Opisano napravo
sestavljata le kovinska zica z neskoncno veliko prevodnostjio ¥ =% (ni
padca napetosti U=0 ) in neskoncno velik prazen prostor okoli nje Yo

€0 brez vsakrdnih izgub y=0 , torej brez prevodnih tokov J (¥ )=0 .

Iz Poyntingovega vektorja E(F) razberemo, da delovna moc potuje iz
koordinatnega sredisca, kjer se nahaja dinamicni elektri¢ni dipol, v vseh
smereh v neskonénost. Ce sestejemo pretok modi skozi povrsino krogle, ki
oklepa izhodisce koordinatnega sistema, dobimo na poljubni razdalji r
povsod enako delovno mo¢ Re[P] . Na velikih razdaljah r-=o jalova
moC povsem presahne, seStevanje pretoka skozi povrSino krogle daje tam
povsem delovno mo¢ P(o)=Re[P] .

Fizikalna razlaga pravi, da majhen dinamicni elektricni dipol seva
delovno mo¢ Re[P] . Mo¢ Re|[P] potuje pro¢ od dinami¢nega dipola in
se pri tem razsirja v prostoru. Mo¢ Re[P] potuje v neskonénost in se nikoli
vec€ ne vrne k izvoru v koordinatnem izhodiscu.

Nadomestno vezje majhnega dinamicnega elektri¢nega dipola moramo
dopolniti. V koordinatno izhodis¢e postavimo izmenicni vir, ki bo poganjal tok
I v dinami¢nem elektricnem dipolu. Izmenicni vir obCuti zaporedno vezavo
treh bremen: induktivnost Zice L dinami¢nega dipola, kapacitivnosti med
koncema zice C in sevalno upornost R; .

Sevalna upornost R, pomeni za izmenicni vir delovno breme, ¢eprav
naprava ne vsebuje nobenega upora oziroma drugacne snovi z izgubami.
Preko sevalne upornosti R, izmeni¢ni vir dovaja delovno moé¢ Re[P] , ki

se nato izseva v prostor, razSirja skoraj v vse smeri (z iziemo osi z ) in pri
tem potuje v neskoncnost.



Pojav sevanja delovne mo¢i Re[P] in pripadajote sevalne upornosti
R, ni vedno preprosto opaziti. Nikola Tesla je konec 19. stoletja izdelal

S

Stevilne visokofrekvencne transformatorje z izkoriSCanjem rezonance
sekundarnega navitja v frekvencnem podroCju okoli f~30kHz . Najvecje
naprave, izdelane okoli leta 1900 so bile visoke tudi do h~30m

Teslov transformator f~30kHz
w=2nf~1.885-10°rd/s
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Teslovi transformatoriji proizvajajo zelo visoke napetosti in dolge
elektri¢ne obloke (iskre) podobne naravnim strelam. Teslov transformator je
obicajno dosti manjsi od valovne dolzine h<<A~10km , kar natan¢no
ustreza opisu tockastega dinamicnega elektricnega dipola. Zaradi tega Teslov
transformator ni ucinkovit sevalec. Sevalna upornost znasa v opisanem
primeru komaj R,~0.0071Q2=7.1mQ

Ce ocenimo kapacitivnost sekundarnega nihajnega kroga na
C~300pF in upoStevamo, da kakovost tuljave L iz bakrene Zice brez
feromagnetnega jedra ne more preseci vrednosti Q~300 , znaSa upornost
bakrenega navitja tuljave R,~58.9Q . Razmerje med izsevano mocjo in

celotno mocjo, ki jo dovajamo sekundarnemu LC nihajnemu krogu,
imenujemo sevalni izkoristek. V opisanem primeru Teslovega transformatorja
je sevalni izkoristek zelo slab, komaj m~0.00012



Ce je Nikola Tesla hotel izsevati P=1W mo¢i, je potreboval v
sekundarnem navitju transformatorja vsaj P,=8kW visokofrekvenctne
moci. Z uposStevanjem izgub v primarnem nihajnem krogu L,C, in
izkoristka pretvorbe nizkofrekvencne modi v visokofrekvenéno moc v iskriscu
je potreboval Nikola Tesla ve€ sto kW nizkofrekvenéne moci!

Pri frekvenci Teslovega transformatorja f~30kHz so sevanije,
dinami¢na €lena in stati¢na ¢lena elektricnega polja E(7) istega
velikostnega razreda na razdalji:

r===2 ~1.59km
27

1
k
Po razpolozljivih podatkih je Nikola Tesla izvedel vecino poskusov v
bliznji okolici svojega transformatorja, kjer prevladujeta staticno elektri¢no in
magnetno polje. Razlik med statiko in sevanjem verjetno sploh ni opazil, saj
je iskal predvsem ¢im vecje elektricno polje v neposredni blizini naprave. V
nobenem primeru Nikola Tesla ni mogel izmeriti sevalne upornosti R, , saj

je bila za stiri velikostne razrede ali celo veckrat manjSa od izgub R, v
navitjih njegovih transformatorjev.

Sevanje Teslovega transformatorja je neucinkovito, ker je naprava zelo
majhna h<<A~10km v primerjavi z valovno dolzino. Gulielmo Marconi je
s Stevilnimi poskusi pravilno ugotovil, da sevanje Teslovega transformatorja
narasca predvsem z viSanjem droga h oziroma vecanjem dolzZine zice, ki je
nanj prikljucena. Marconi je ucinkovitejso sevalno napravo poimenoval
»antena« po latinskem izrazu za tipalke Zuzelk podobnih oblik in z njo
vzpostavil prvo prekooceansko radijsko zvezo leta 1901.
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12. Preproste antene

Elektromagnetno sevanje ima drugacne lastnosti od elektromagnetnega
polja v neposredni blizini iste naprave. Teslov transformator zelo ucinkovito
proizvaja veliko elektricno polje E in visoko napetost U v svoji
neposredni okolici. Hkrati je isti Teslov transformator povsem neucinkovit
sevalec, ker je zelo majhen h<<A~10km v primerjavi z valovno dolzino.
Razlika je tudi v fizikalni razlagi: bliznje elektromagnetno polje opisuje
nihajoco energijo oziroma jalovo moc€, sevanje pa potujoco energijo oziroma
delovno moc.

Skromen opis razlicnih anten, to je naprav, ki oddajajo oziroma
sprejemajo elektromagnetno sevanje, zahteva dosti ve¢ od enega poglavja v
knjigi. Ce preprosto ve¢amo vi§ino h Teslovega transformatoria,
poenostavitve v prikazani izpeljavi elektromagnetnega polja tokovnega
elementa niso vec veljavne. Ko postane visSina h~A primerljiva z valovno
dolZino, niti porazdelitev toka I(z') vzdol? Zice ni ve¢ konstanta. Konéno
se nismo niti vprasali, v katere smeri v prostoru sploh seva opisana naprava?

To poglavije skusa odgovoriti na nekaj preprostih vprasanj o antenah.
Kako doseci sevanje Se na drugacen nacin, brez silno velikega elektri¢nega
polja E ali magnetnega polia H Vv neposredni bliZini naprave? Kaksne
lastnosti ima elektromagnetno sevanje? Kako izdelati preprosto anteno, ki bo
ucinkovito sevala? Kako in kje se lahko pojavi sevanje, ko si tega mogoce ne
pricakujemo niti Zzelimo?

Preprost zgled je majhna kroZna tokovna zanka. Izmenicni vir poganja v
Ziéni zanki tok I . Ce je polmer zanke a << dosti manjsi od valovne
dolzine, lahko privzamemo, da se tok I vzdolz Zice ne spreminja. Ker tok
I nikjer ne izvira niti nikjer ne ponikne, ni mirujocCih elektrin p(? ’) niti
pripadajocega skalarnega potenciala V(7 )=0 . Elektromagnetno polje
majhne krozne zanke v celoti dolo¢a vektorski potencial A(F) , ki ga
poganja tok I .

Za preprost racun postavimo zanko v koordinatno izhodis¢e v vodoravno
ravnino xy . Vektorski potencial A(F) racunamo Vv krogelnih koordinatah
(r,®,®) .Razdaljo |[F—7'| med virom in potencialom izratunamo po
Pitagorovem izreku tako, da koordinate vira (a,®',®') in koordinate
potenciala (r,@),(I)) pretvorimo v pripadajoce kartezicne koordinate.
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VrteCa smernika 1, in 1,. zapiSemo s konstantnima smernikoma 1, in

fy kartezicnega koordinatnega sistema.
Racun si poenostavimo tako, da privzamemo, da je polmer zanke
majhen v primerjavi s tocko opazovanja polja a<<r in hkrati majhen v

primerjavi z valovno dolzino a<<A . Med integracijo se smernik 1.

zavrti za polni kot, zato se prispevki za vektorski potencial A(7) med sabo
odstevajo oziroma se pri razvoju funkcij v vrste najvedji cleni med sabo
natan¢no uniCujejo. Pri poenostavitvah razdalje [F—7'| , faze e *F7'
amplitude 1/|[F—7'| in nadaljnjem racunanju moramo zato upostevati vsaj

dva najvecja Clena Clena razvoja v vrsto posamezne funkcije:

- S Polmer zanke

Tokovna zanka P AR T e e

47 | {
A . . . . . .
w#0 z 1lo=—1,sin®+1,cos® lo=—1,sin®'+1,cos ®'
F . 2
0) F—7 :\/ (rsin®cos®—acosd ')+
> +(rsin®sin ®—asin® ')’ +(rcos® )’
I r\k/ z a<r & [f—7'|~r—asin®cos(®—P")
A' -
a Yy (1) a<r » = 1*, ~1[1+Esin®cos(®—¢’)]
D' i [F=7' r| r
X o d N (2) a<r » e ™~ M1+ jkasin © cos(d—D')]
2 . .

Z\(F):fq,ul(ﬁa )e,jkr ﬁ_}_% . PovrszerJ z;:mke

p(7)=0 » V(F)=0 L r A'=ma

. 0 ) . . " ) 2 .
E(F):—JwA(F)—gradV(F):—ﬂ)%e”kr JTk+% sin@zlq,%e_’kr(k?—i—l; sin ©
o
- - ] 3 o > o 2 3 Z: —
H(‘r’):érotA('r'):LDA fkr[lr(J—l:+—3)Zcos®+1® —k—+J—IZ(+i3 sin © \/:
! 4m r r-r.r

Dodaten racun bi pokazal, da dobimo povsem enak vektorski potencial
A('r’) za majhno zi¢no zanko poljubne oblike v ravnini xy pod pogojem,
da je povrSina zanke A' enaka. V rezultatu zato nadomestimo polmer
zanke a spovriinozanke A'=ma’ .

Elektricna poljska jakost E(‘r’) je neposredno sorazmerna
vektorskemu potencialu A(F) , saj mirujoCih elektrin ni in je skalarni
potencial V(7)=0 enak ni¢. V konénem zapisu E(F) izrazimo z valovno



impedanco snovi (praznega prostora) Z=-+u/e . Magnetno poljsko jakost
H(7) dobimo z izratunom vrtintenja vektorskega potenciala rot A(7) .

Izraza za elektromagnetno polje majhne Zi¢ne zanke sta navidez
podobna izrazom za elektromagnetno polje tokovnega elementa, vendar sta
viogi E(F) in H(F) med sabo zamenjani! Majhna tokovna zanka je
torej dualni zgled tokovnega elementa. Tokovni element je tockasti elektricni
dipol v elektrodinamiki. Majhna tokovna zanka je tockasti magnetni dipol v
elektrodinamiki.

To¢kasti magnetni dipol ima moc¢no stati¢no magnetno polie H (F) v
neposredni bliZini, kar opisujeta oba ¢lena 1/r® . Oba izraza za magnetno
polie H(7) in za elektri¢no polje E(7) vsebujeta &len +k*/r , ki
upada obratno sorazmerno 1/r z razdaljo in opisuje elektromagnetno
sevanje. Preostali dinami¢ni &leni  jk/r® opisujejo energijo, ki niha v bliznji
okolici tokovne zanke.

Majhna tokovna zanka a<<A oziroma A'< )\’ ima zelo mo¢no
magnetno polie  H (7) v svoji bliznji okolici r<<1/k . Med dvema
zankama na majhni razdalji r<<1/k zato opazimo samo sklop preko
medsebojne induktivnosti M =ao./r’ , ki upada s tretjo potenco razdalje in

je povsem stati¢en pojav. Sele na velikih razdaljah r>>1/k med dvema
zankama opazimo dinamicni pojav, to je sklop preko sevanija.

Izracun Poyntingovega vektorja §(F) , izsevane moci P in
sevalne upornosti R, pokaze, da niti majhna tokovna zanka a<<A ni
kdovekako ucinkovit sevalec. Sevalna upornost R, je sorazmerna Cetrti
potenci frekvence ,* , kar se skriva v valovnem &tevilu k* oziroma je

R, obratno sorazmerna Cetrti potenci valovne dolZzine 1/)° .

Nadomestno vezje majhne tokovne zanke vsebuje vkljuCuje
induktivnost zanke L in upornost Zice R, . Pojav sevanja dodaja Se

razmeroma majhno sevalno upornost R, . Vse omenjene impedance so za
nekaj velikostnih razredov nizZje kot v primeru tokovnega elementa.
Prilagoditev impedance na izvor in izni€enje jalove komponente obicajno
dosezemo z nastavljivim kondenzatorjem C , ki ga vezemo vzporedno
izvoru:
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Sevalno upornost majhne zanke lahko povec¢amo tako, da zanko
izdelamo kot tuljavoz N ovoji. Izsevana moC P je sorazmerna kvadratu

Stevila ovojev N° , torej se tudi sevalna upornost poveta za faktor N> .
Ce tuljavo navijemo na feromagnetno jedro, lahko $e dodatno povecamo
sevanje. Ce je feritna palica zadosti dolga h>> VA’ , Se sevalna upornost
povecCa za kvadrat uf njene relativne permeabilnosti. Zal vsi omenjeni

ukrepi povecujejo tudi induktivnost L inizgube R, .

Feritna antena v srednje-valovnem radijskem sprejemniku A ~300m
vsebuje feritno palico dolzine h~20cm in preseka A'~1cm’ .
Razpolozljivi feritni materiali dosegajo w,~100 z zmernimi izgubami pri
frekvenci f~1MHz . Ce na takdno palico navijemo tuljavo z N ~30
ovoji, dosezemo sevalno upornost komaj R,~0.35u € |

Feritna antena ni ucinkovit sevalec. Njena uporaba v radijskem
sprejemniku je smiselna v okolju, kjer prevladuje mocno elektricno polje
motenj E_(¥) , magnetno polie motenj H, (7¥)~0 pa je zanemarljivo
majhno. Dodatna uporaba feritne antene je v zvezah kratkega dosega preko
statinega induktivnega sklopa, ki hitro upada M =q/r’ s tretjo potenco
razdalje in na ta nacin omejuje nezeljen sklop do sosednjih naprav.



Ce Zelimo izdelati res ucinkovit sevalec, si moramo bolj natanéno
ogledati lastnosti izsevanega elektromagnetnega polja, kar je Se najbolj
nazorno v krogelnih koordinatah (r,®,®) z virom v koordinatnem
izhodiScu. Na velikih razdaljah r>1/k so spremembe amplitude majhne.
Odvodi po precnih smereh 0/00© in 0/0® opisujejo samo spremembe
amplitude. Laméjevi koeficienti poskrbijo, da postanejo odvodi po
pripadajocih dolzinskih elementih 0/01g~0 in 0/0l,~0 zanemarljivo
majhni.

Razdalja r vzdolz smeri Sirjenja valovanja vpliva na amplitudo in fazo.
Odvod faze se ne zmanjsuje z razdaljo, saj je odvisen samo od valovnega
stevila k . Na velikih razdaljah se odvod po vzdolzni razdalji poenostavi v

0/0r~— jk , vektorski operator odvajanja pa v ﬁm fr(— jk)
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Vektorski potencial A(7) vedno kaZe v smeri gibanja elektrin s
hitrostjo V(7 ') oziroma smeri gostote toka J(7') skladno z reitvijo
pripadajoCe valovne enacbe. Poenostavljen izraz za vrtincenje povsem izloCi
vzdolzno (radialno) komponento A, vektorskega potenciala. Elektrine torej
nikoli ne sevajo v smeri svojega gibanja.



Ostali dve (precni) komponenti vektorskega potenciala Ay in Ag
se morata s Casom spreminjati. Potovanje sprememb v prostoru dodaja
zakasnitev, ki daje od ni€ razlicen odvod faze d/0r~— jk#0 . Sevanje
torej zahteva pospeseno gibanje elektrin 0v/o0t=jwv=a#0 skladno z
relativistiko!

Izsevano elektricno polje E(‘r’) na velikih razdaljah r>1/k
dobimo preprosto iz precnih komponent Ay in A, vektorskega
potenciala. Z Lorentzovo izbiro jwweV (¥)+div A(F)=0 se na velikih
razdaljah ucinka vzdolzne komponente vektorskega potenciala A, in
skalarnega potenciala V(F) natancno izniCujeta med sabo. Izsevano
elektri¢no polie  E(7) nima vzdolzne komponente!

PripadajoCe magnetno polje H ('r’) je sofazno z elektriénim poljem
E(?) , j& z njim v toénem razmerju valovne impedance |E|/|H|=Z inje
v prostoru nanj pravokotno H1E .Oba sta pravokotna na smer razsirjanja
valovanja EJ_fr in ﬁJ_fr , torej precno valovanje TEM (tranzverzalno
elektro-magnetno).

Vektorski potencial A('r’) fizikalno predstavlja normirano energijo
premikajoCih elektrin. V elektrodinamiki ®w#0 spremembe energije
potujejo po prostoru v smeri sevanja. PotujoCa energija pomeni delovho moc

Re[P]#0 , ki se razdirja pro¢ od vira sevanja. Na velikih razdaljah

r>1/k kaZe Poyntingov vektor S(F)||L. v smer razgirjanja valovanja in
je povsem realen, torej vsebuje sevanje samo delovno moc!

Poenostavljene izraze za sevanje lahko takoj preizkusimo na preprostem
zgledu, na primer na tokovnem elementu. Zal tokovni element, Teslov
transformator ni ucinkovit sevalec prav zaradi mocnega bliznjega polja.
Ucinkovito sevanje narekuje napravo, ki Ze v neposredni blizini ustvarja
elektromagnetno polje z vsemi znacilnostmi sevanja: sofaznost, razmerJe V4

in pravokotnost med E(7) in H(F) ter smerjo razdirjanja 1, .

Elektromagnetno polje z vsemi omenjenimi znacilnostmi sevanja ima
napredujoCi TEM val v trakastem dvovodu. Vse znacilnosti sevanja ima tako
glavnina elektromagnetnega polja v prostoru med trakovoma kot razmeroma
Sibko stresano elektromagnetno polje zunaj trakov. Edina razlika je v temu,
da se elektri¢no polje E (7) med vodnikoma trakastega dvovoda zakljucuje
oziroma izvira na kovinskih vodnikih.



Kaj se zgodi, e vodnika prekinemo? Ko je razdalja med vodnikoma
d <A\ dosti manjSa do valovne dolzine, se valovanje na odprtih sponkah v
celoti odbije z enako fazo I'~+1 . Tudi moC napredujocega vala P, sev
celoti pretvori v moc€ odbitega vala P, . Porazdeljena induktivnhost L/l in

porazdeljena kapacitivnost C/I trakastega dvovoda natan¢no opisujeta
gornje pojave.

Ko postane razdalja med vodnikoma d~A/2 primerljiva polovici
valovne dolzine, opis s porazdeljeno induktivnostjo L/l in porazdeljeno
kapacitivnostjio C/I ne zadosSca ve€. Tik ob povrsini vodnika se nekaj
valovanja sicer odbije na koncu vodnika. Valovanje v prostoru med
vodnikoma pa doseZe informacija o koncu vodnikov z zakasnitvijo!

Pri razdalji med vodnikoma d~A/2 informacija o koncu vodnikov
doseze valovanje tocno sredi obeh vodnikov z zakasnitvijo cele Cetrt periode!
Z zakasnjeno informacijo, to se pravi informacijo z napacno fazo se valovanje
tocno sredi obeh vodnikov sploh ne odbije, pac pa nadaljuje svojo pot v isti
smeri v prostoru:
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TEM lijak

Pri razdalji med vodnikoma d~A/2 znasa odbojnost odprtih sponk
priblizno II'l~0.3 , odvisno od to¢ne geometrije vodnikov. Od odprtih sponk



se v tem primeru odbije manj kot desetina moci Py napredujocega vala.
Vecina moci napredujocega vala preprosto nadaljuje svojo pot in se razsirja v
povsem praznem prostoru.

Ko je razdalja med vodnikoma d>>A vecja od valovne dolZine, odboj
na koncih obeh vodnikov nima skoraj nobenega vpliva na vecino
elektromagnetnega polja z izjemo bliznje okolice vodnikov. Odbojnost odprtih
sponk dvovoda I'~0 je tedaj zanemarljivo majhna. Skoraj vsa moc
napredujoCega vala P, nadaljuje svojo pot v isti smeri in se razsirja kot
sevanje v praznem prostoru.

Gornji opis odboja na odprtih sponkah narekuje izdelavo preproste in
ucinkovite antene, TEM piramidnega lijaka. Izmenicni vir priklju¢imo na
trakasti dvovod z razmeroma majhnimi precnimi izmerami d in w , ko je
sevanje zanemarljivo majhno. Pre¢ne izmere nato pocasi ve€amo in pri tem
ohranjamo medsebojno razmerje, da ne pride do odboja valovanja. Kon¢ne
izmere d' in w' izberemo tako velike, da odprti konec piramidnega
dvovoda ucinkovito seva.

Na podoben nacin lahko pretvorimo raven koaksialni kabel v stoz¢ast
koaksialni kabel. V stozéastem vodu sploh ni nujno, da sta stoZca eden
znotraj drugega. UCinkovit sevalec lahko izdelamo tako, da ima prvi stozec
kot odprtja ©,<m/2 manjsi od pravega kota, drugi stoZzec pa kot odprtja

©z>n/2 vedji od pravega kota. Izmeniéni vir preprosto priklju¢imo med
vrhova obeh kovinskih stozcev:
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Tocno elektromagnetno polje med dvema (neskoncnima) kovinskima
stozcema ima v elektrodinamiki preprosto analitsko resSitev. V krogelnih
koordinatah (r,@,CI)) valovna enacba z vektorskim Laplace nima
preprostega zapisa. Bolj enostavno je uganiti reSitev za elektricno polje

E(F) med stozcema in uporabiti Maxwellove enacbe.

Z Gaussovim zakonom preverimo odsotnost elektrin p(7)=0 v
prostoru med stoZcema. S Faradayevim zakonom izraCunamo pripadajoce
magnetno polje H(7) . Konéno z Ampérejevim zakonom preverimo

odsotnost tokov J(¥)=0 v prostoru med stozcema.

Tok I v stozcih izraCunamo pri izbrani razdalji r tako, da zapiSemo
Amperejev zakon v integralni obliki tik nad kovinsko povrsino stozca, kjer ni
tangencialnega elektricnega pretoka D,=Dg4=0 . Definicija napetosti U
med stozcema je smiselna pri izbrani razdalji r . Karakteristicno impedanco
stozlastega voda Zx=U/I dolota razmerje med napetostjo in tokom.

Ce sta oba stoZca neskon¢no velika, je karakteristicna impedanca  Z
kar impedanca, ki jo obcuti izmenicni vir v koordinatnem izhodiscu.
Impedanca opisane bikonicne antene se bistveno ne spremeni, Ce sta plasca
stozcev vecja od nekaj valovnih dolzin, saj je takrat odboj na robovih plascev



zanemarljivo majhen. Bikoni¢na antena je ucinkovit sevalec, ko je antena
d>\/2 velja od polovice valovne dolzine:
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Bikonicno anteno obicajno prikljucimo na izmenicni vir preko
koaksialnega kabla, ki ga napeljemo skozi spodnji stozec. Zilo kabla pri tem
vezemo na gornji stozec, oklop pa na spodnji stozec. Isti koaksialni kabel
lahko deluje tudi kot mehanski nosilec celotne antene.

Ucinek odbojev na robovih plascev koncno velikih stozcev lahko Se
dodatno zmanjSamo tako, da uporabimo dva zelo razli¢cna stozca in se
kazal¢na vsota obeh odbojev zmanjsa. American Armig G. Kandoian je leta
1943 izumil anteno discone (angleska zlozenka »disc« in »cone«), kjer je
plas¢ gornjega stozca kar ravna ©,=m/2 krozna kovinska plod¢a (disk)
premera okoli 2r~0.175A na spodnji frekvencni meji. Discone je ucinkovit
sevalec, ko je antena d=>A/4 vecja od Cetrtine valovne dolzine.

Gornjo frekvencno mejo bikoni¢ne antena oziroma discone doloca
predvsem natancnost prehoda koaksialnega kabla v stozca. Karakteristi¢no
impedanco stoz¢astega voda discone pogosto izberemo visjo od Z ;=50 €2
(kot ©=140°...155° ), da je antena bolje prilagojena na spodniji
frekvencni meji, ko vpliv odbojev na robovih ni zanemarljiv. Ker tecejo tokovi
po plascih stozcev bikonicne antene oziroma discone samo v radialni smeri,



lahko plasce stozcev oziroma disk nadomesti vecje Stevilo (obicajno 6 do 16)
ravnih kovinskih palic.

TEM piramidni lijak, bikoni¢na antena in discone vse izhajajo iz nacela,
da je ucinkovit sevalec d>> A dosti vedji od valovne dolzine. Njihov sevalni
izkoristek se tudi v praksi m~1 priblizuje enoti. Impedanca v napajalni
tocki opisanih anten Z~Z, ustreza karakteristicni impedanci prakticno
uporabnih napajalnih vodov.

Z opisom TEM lijakov in bikoni¢nih anten smo odgovorili na vprasanije,
kako se izogniti neucinkovitosti Teslovega transformatorja. Ucinkovito sevanje
dosezemo z izmerami naprave d~A , ki so najmanj primerljive z valovno
dolzino. Kaj vec si v kratkem poglavju o preprostih antenah ne moremo
privosCiti: kam seva antena, kaksna je polarizacija sevanja, kako dosedi
Zeljene lastnosti antene z najmanjSimi moznimi izmerami in najniZjo porabo
materiala?

Marsikateri strokovnjak za antene pri tem pozablja, da se sevanje lahko
pojavi tudi takrat, ko si tega mogoce ne pri¢akujemo niti zelimo. Ko postanejo
precne izmere kakrsnegakoli elektricnega voda d~A primerljive z valovno
dolzino, vod sam po sebi nujno Se ne seva. Pri precnih izmerah d~A seva
vsaka nezveznost voda: prekinitev voda (odprte sponke), skokovita
sprememba precnih izmer voda, vogal ali ostra krivina.
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