2. Telegrafska enacba

Elektricni telegraf je plod dela Stevilnih izumiteljev v prvi polovici 19.
stoletja. Uporabnost telegrafa je neposredno vezana na njegov domet. V
drugi polovici 19. stoletja so inzenirji dosegli prekooceanske razdalje. Prvi
prekooceanski kabel iz Evrope v Ameriko je bil polozen ze leta 1857. Zal je
zaradi tehnoloske nedovrsenosti izolacije deloval le nekaj tednov. Tehnologija
izolacije pa ni edina tezava pri prekooceanskih razdaljah.

Na tako velikih razdaljah opazimo pojave elektrodinamike ze pri zelo
nizkih prenosnih hitrostih Morsejeve telegrafije z rocno oddajo in sprejemom
na sluh, torej pri pasovni Sirini komaj 10Hz. Upornost Zice ni edini niti
najpomembnejsi podatek telegrafskega kabla. Nadomestno vezje prenosne
poti ni preprosto in takratni inzenirji so prvo, eno-dimenzijsko nalogo
elektrodinamike opisali z imenom telegrafska enacba.

Prenosni vodi ostajajo zelo pomembno podrocje elektrodinamike tudi
danes. Dogovor velja, da v eno-dimenzijskih nalogah opisuje veliko izmero,
kjer opazimo pojave elektrodinamike, koordinata z oziroma dolZina voda

[ . PreCne izmere prenosnih vodov so v Stevilnih prakticnih primerih zadosti
majhne, da jih lahko obravnavamo z enacbami elektrostatike in
magnetostatike oziroma jih opiSemo z gradniki elektricnih vezij.

Dva preprosta, silno uporabna in vsakdanja zgleda iz osnov
elektrotehnike sta trakasti dvovod in koaksialni kabel. Preprosta zgleda sta
izbrana z namenom, da se tu ne ukvarjamo s kompliciranim izraCunom
elektromagnetnega polja, kapacitivnosti in induktivnosti, pa¢ pa ze znani
rezultat iz osnov elektrotehnike uporabimo v elektrodinamiki. Simetricni Zicni
dvovod (parica) je prav tako uporaben vsakdanji zgled, le da so tocni izrazi za
kapacitivnost in induktivnost Ze malo bolj zahtevni.

Trakasti dvovod sestavljata dva kovinska vodnika v obliki trakov Sirine
w , debeline s indolzine [ . Trakova sta razmaknjenaza d v
praznem prostoru. Trakova tvorita kondenzator s ploS¢ama povrSine w X1
na medsebojni razdalji d . Ista dva trakova tvorita tuljavo z enim samim
ovojem s presekom jedra dXI in dolzino tuljave w .

Ko velja w>>d , je veCina elektricnega in magnetnega polja v rezi
med trakovoma. Debelina trakov s postane nepomembna. Stresano
elektricno in magnetno polje drugod po prostoru lahko zanemarimo oziroma



opiSemo z malenkostnim povecanjem w , to se pravi s popravkom Sirine
trakov. Izraza za kapacitivnost in induktivnost trakastega dvovoda se tedaj
silno poenostavita:
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w >>d - stresanje zanemarljivo

Trakasti dvovod

Poleg telegrafske enacbe je Oliver Heaviside izumil tudi koaksilani kabel.
Koaksialni kabel sestavljajo kovinska Zila s polmerom a , izolacijo z relativho
dielektricnostjo €- in kovinski oklop z notranjim polmerom b .
Kapacitivnost koaksialnega kabla izra¢unamo s pomocjo elektricnega polja
preme elektrine. Slednje upada kot 1/p , integracija elektricnega polja daje
logaritem razmerja polmerov, ki nastopa v imenovalcu kapacitivnosti.

Enosmerni tok je razporejen po celotnem preseku vodnikov. Enosmerno
magnetno polje koaksialnega kabla se pojavi v notranjosti obeh vodnikov in v
dielektriku med njima. Zunaj koaksialnega kabla ni nobenega polja, niti
elektriCnega niti magnetnega, ko se tok v Zili v celoti vraca nazaj po oklopu.

V telekomunikacijah uporabljamo koaksialni kabel na tako visokih
frekvencah, da je tok razporejen samo po tanki koZzi debeline komaj nekaj
mikrometrov 0 << a,b po povrsSinah vodnikov: po povrsini Zile in po notraniji
povrsini oklopa. Magnetno polje v notranjosti vodnikov je tedaj zanemarljivo.



Magnetno polje v dielektriku upada kot 1/p , integracija daje logaritem
razmerja polmerov, ki nastopa v izrazu za induktivnost:

Koaksialni kabel

Induktivnost in kapacitivhost prenosnega voda sta porazdeljeni veli¢ini
po dolZini voda [ . Elektricno nadomestno vezje mora torej vsebovati vecje
Stevilo zaporednih tuljav L in pripadajoce Stevilo vzporednih
kondenzatorjev C . Za Cimbolj natancen opis razdelimo eno od zaporednih
tuljav na polovico, da nastopa L/2 na zacetku in na koncu verige.

Natancnejsi opis prenosnega voda vsebuje tudi izgube v kovinskih
vodnikih in v dielektriku med njimi. Izgube v kovinskih vodnikih se kaZejo kot
upor upornosti R , ki je vezan zaporedno tuljavi induktivnosti L . Izgube
v dielektriku ponazorimo na preprost nacin z uporom prevodnosti G , ki je
vezan vzporedno k kondenzatorju kapacitivhosti C . Nadomestni vezji
poenostavljenega voda brez izgub in natancnejsSi opis voda z izgubami sta
prikazana na spodniji sliki:
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Nadomestno vezje brezizgubnega voda

Nadomestno vezje voda z izgubami

Vsak elektrotehnik bo v taksnih vezjih prepoznal nizkoprepustno
frekvencno sito. Tu je z nadomestnim vezjem nekaj narobe, ker se resnicni
prenosni vodi nikakor ne obnasajo kot nizkoprepustna sita! Zaporna frekvenca
navideznega sita sicer naras€a z natan¢nostjo opisa, torej z viSanjem Stevila
nadomestnih tuljav in kondenzatorjev.

Racunska zahtevnost reSevanja elektriCnega vezja je sorazmerna kubu
(tretji potenci) Stevila vozliS€ oziroma zank vezja, torej natancnejsi opis z
vecjim Stevilom tuljav in kondenzatorjev prakti¢no ni uporaben. Za resitev
naloge je potreben drugacen pristop, ki ga opisuje telegrafska enacba:



Telegrafska enacCba Telegrafska enacCba
za vod z izgubami za brezizgubni vod
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Napaka pri izraCunu bo tem manjsa, ¢im krajSe odseke prenosnega
voda Az opisujemo s koncentriranimi gradniki: tuljavami in kondenzatoriji.
Ce kon¢no dolzino odseka Az nadomestimo z diferencialno majhno dolzino
odseka dz , dogajanje v nadomestnem vezju opisujeta dve sklopljeni
parcialni diferencialni enacbi za napetost u(z,t) intok i(z,t) s skupnim
imenom telegrafska enacba.

V resni¢nem prenosnem vodu moramo upostevati tudi izgube. Kovinski
vodniki dodajajo od nic razlicno zaporedno upornost R . Nebrezhibna
izolacija dodaja vzporedno prevodnost G .V resnicnem vodu oba nista
preprosti konstanti, pa¢ pa sta komplicirani funkciji. Oba je lazje zapisati v
frekvenénem prostoru kot R(w) in G(w) , zato se na opis dogajanja v
vodu z izgubami vrnemo kasneje v frekvencnem prostoru.

Prenosne vode sicer skuSamo izdelati tako, da so izgube majhne. V tem
primeru nam daje tudi telegrafska enacba za brezizgubni vod razmeroma
dober vpogled v dogajanje na prenosnem vodu. Sklopljeni diferencialni
enacbi poskusimo resiti tako, da z dodatnim odvajanjem prve enacbe po
polozaju z oziroma druge enacbe po Casu t izloCimo eno od neznank, na
primer tok i(z,t) in pri tem privzamemo, da matemati¢no dovolj pohlevne



funkcije dopuscajo zamenjavo vrstnega reda odvajanja:
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Ostane nam ena sama parcialna diferencialna enacba za napetost
u(z,t) .V enacbi je razvidno, da se dvojna odvoda po poloZaju z
oziroma po asu t razlikujeta samo v mnoZilni konstanti! ReSitev u(z,t)
je torej lahko poljubna funkcija enega samega argumenta t=+z/v , primerno
uteZene vsote oziroma razlike ¢asa t in polozaja z .

Odvod funkcije enega argumenta oznacimo s Crtico. Drugi odvod z
dvema Crticama. Po pravilu za odvajanje moramo rezultat pomnoZiti Se z
odvodom argumenta t+z/v po z oziroma t pripadajocega reda.

Povezavo med ¢asom in polozZajem daje hitrost v , s katero se
funkcija premika naprej oziroma nazaj po osi z . ReSitev z razliko
imenujemo tudi napredujoci (vpadni) val in se z naras¢ajocim ¢asom premika
naprej, resitev z vsoto pa odbiti (povratni) val in se premika nazaj.

Diferencialna enacba drugega reda zahteva dve popolnoma neodvisni
reditvi, napredujoci in odbiti val. Vsaka reSitev za napetost u(z,t) ima



pripadajoco reditev za tok i(z,t) . Primer reditve telegrafske enacbe je
prikazan spodaj kot ¢asovno zaporedje slikic. Zgleda za napredujoci in odbiti
val napetosti u(z,t) intoka i(z,t) stanamenoma prostorsko omejena
in prikazana v razli¢nih barvah:
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Povezavo med tokom in napetostjo napredujoCega ali odbitega vala
imenujemo karakteristicna upornost voda Ry . Dobimo jo z izra¢unom
odvodov v eni od izvornih sklopljenih enacb. Najprej izraGunamo odvod
funkcije enega argumenta t=+z/v , nato odvajamo Se argument t=*z/v
po z oziroma t .

Pojem karakteristicne upornosti Rx v ¢asovnem prostoru razsirimo
na pojem karakteristicne impedance Zy v frekvencnem prostoru.
Karakteristicna impedanca Zg brezizgubnega voda je povsem realno
Stevilo in ustreza karakteristi¢ni upornosti Rx v ¢asovnem prostoru. Zato

pogosto uporabljamo izraz karakteristicna impedanca Z, tudi v asovnem
prostoru, ¢eprav strogo gledano impedanca v ¢asovnem prostoru ne obstaja.
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Rezultat racuna je razmerje med odvodom funkcije napetosti u' po
argumentu t=*z/v in odvodom funkcije toka i' po istem argumentu
t+z/v .V elektrodinamiki nas enosmerne konstante ne zanimajo, torej
velja isto razmerje tudi med napetostjo u intokom i :

KarakteristiCha upornost
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Pozor, razmerje med napetostjo in tokom napredujocega vala ima glede
na nase oznake vrednost +Rjy , razmerje med tokom in napetostjo
odbitega vala pa vrednost —Rjy . Napredujoci in odbiti val imata tudi vsak

svojo, neodvisno moc in nosita vsak svojo, neodvisno energijo. V natanc¢nem
opisu v treh dimenzijah bi napredujoci in odbiti val na takSnih prenosnih vodih
poimenovali kot dve neodvisne TEM (precni elektro-magnetni) valovanii.

Valovanje na prenosnem vodu vsebuje elektricno in magnetno energijo
W=W_+W, . Elektricno energijo na enoto dolzine doloca napetost na

vodu W,/l(z,t)=1/2-C/l-u’*(z,t) . Magnetno energijo na enoto dolZine
dolo¢a tok navodu W, /1(z,t)=1/2-L/1-i’*(z,t) .

Osamljen napredujodi val, na primer v trenutkih t; ali t, na
casovnem zaporedju slikic, nosi povsem enako elektricno in magnetno



energijo W,=W,_=1/2-W , kar zagotavlja povezava Uy=Ry-iy med
napetostjo in tokom napredujocega vala:

W./1=1/2-C/l-uy=1/2-C/l-Ry-iy=1/2-L{1-i5=W /1

Ista enakost velja za elektricno in magnetno energijo osamljenega odbitega
vala W,=W_,=1/2-W, , saj povezava U,=—Ry'i, med napetostjo in
tokom odbitega vala ponovno prinada u;,=R5 i, .

Ko napredujoci in odbiti val soobstajata na istem delu prenosnega voda,
na primer tréenje v trenutku t; na ¢asovnem zaporedju slikic, elektri¢na in
magnetna energija nista ve€ enaki W, #W, | Ko imata napetosti
napredujocCega in odbitega vala isti predznak, se del magnetne energije
pretvori v elektricno energijo. Obratno, ko imata napetosti napredujocega in

odbitega vala razliCen predznak, se del elektriCne energije pretvori v
magnetno energijo.

Ko se napredujoci in odbiti val razideta v trenutku t, na casovnem
zaporediju slikic, se energija pretvori nazaj v taksno obliko, da za osamljen
napredujodi ali osamljen odbiti val ponovno velia W, =W, =1/2-W |

Induktivnost na enoto dolzine L/l in kapacitivnost na enoto dolzine

C/1 prenosnega voda dolocata dve novi lastnosti voda: hitrost valovanja

v in karakteristino upornost Ry . Hitrost valovanja v je enaka hitrosti
svetlobe v snovi, ki je uporabljena kot izolator med vodnikoma TEM
prenosnega voda. V primeru trakastega dvovoda je to prazen prostor, torej je
hitrost valovanja v=c, enaka hitrosti svetlobe v praznem prostoru.
Dielektrik koaksialnega kabla upocasnjuje svetlobo za faktor V€, .V
koaksialnem kablu s praznim prostorom kot dielektrikom velja v=c, .

Tocna geometrija TEM prenosnega voda, torej Sirina w in razmak
trakov d trakastega dvovoda oziroma polmera zile a in oklopa b
koaksialnega kabla, nima nobenega vpliva na hitrost valovanja v ! Precni
presek TEM prenosnega voda seveda doloca karakteristicno upornost Ry .
V primeru trakastega dvovoda doloca karakteristicno upornost razmerje
razmak/Sirina trakov d/w .V primeru koaksialnega kabla dolocata
karakteristicno upornost razmerje polmerov oklopa/zile b/a in
dielektricnost € med njima.



