8. Maxwellove enacbe

James Clerk Maxwell je vse dotedanje znanje o elektriki in magnetiki
leta 1861 zdruzil v slovite enacbe, ki danes nosijo njegovo ime. Maxwellove
enacbe lahko zapiSemo na razlicne nacine. V vektorskem zapisu, kot jih
najpogosteje uporabljamo danes, jih je dve desetletji za Maxwellom zapisal
Sele Oliver Heaviside.

Pri osnovah elektrotehnike zapiSemo Maxwellove enacbe z najmanj
matematike v integralni obliki. V elektrodinamiki jih Zelimo pretvoriti v
diferencialno obliko, da postane naloga zadosti majhna, torej diferencialno
majhna. V diferencialno majhni nalogi so zakasnitve diferencialno majhne, da
relativistika ne nagaja. Zal postopki odvajanja ne morejo ez nezveznosti,
zato na meji dveh razli¢nih snovi zapiSemo Maxwellove enacbe Se na tretji
nacin, z mejnimi (prestopnimi) pogoji.

Povezavo med viri polja in pretokom je nasel znani matematik Carl
Friedrich Gauss leta 1835. V elektrostatiki je vsota prostorske gostote
elektrine p(7) v dolo&eni prostornini V  enaka celotni elektrini Q . Isti
rezultat da tudi vsota gostote elektricnega pretoka f)(‘r’) po sklenjeni
povrSini A , ki zajema isto prostornino:



Gaussov zakon Gaussov zakon v integralni obliki
§$ D(7)-1,da=Q= [ p(F)av
A \4

p(7)=prostorska gostota elektrine [As/m’]

Q=celotna elektrina [As]

D(F)=gostota elektricnega pretoka [As/m’]
Gaussov izrek

¢ D(7)-T,dA= [[[ div D(F)dv

A \4

Gaussov zakon v diferencialni obliki

57 B =)

E(7)=elektricna poljska jakost [V/m]

e=dielektricnost [As/Vm |

Magnetno polje nima izvorov - . o R
D(7)=cE(F) » div(eE(7))=p(F)

¢f B(7)-1,dA=0 > divB(F)=0
A

Zapis v taksni integralni obliki (seStevanje) je sicer preprosto razumljiv,
ampak neroden. Za opis fizikalnega zakona potrebujemo neko prostornino
V in neko sklenjeno povrsino A , ki nista del naloge niti nujno nista
majhni. S pomocjo Gaussovega izreka iz matematike pretvorimo Gaussov

zakon v diferencialno obliko div D(7¥)=p(¥) .

Magnetno polje nima izvorov niti ponorov. Gaussov zakon za gostoto
magnetnega pretoka B(7) lahko pretvorimo iz integralne oblike v

diferencialno div B(7)=0 .

Povezavo med elektricnim tokom I in pripadajoCo magnetno poljsko
jakostio H(7) je nadel André-Marie Ampére leta 1826. Integral H (7)
po sklenjeni krivulji s daje skupnitok I , ki tece skozi krivuljo. Tok I je
vsota (integral) gostote elektriénega toka J(7) po poljubni ploskvi A , ki
je napeta na isto sklenjeno krivuljo:



Ampérejev zakon Ampeérejev zakon v integralni obliki
I3 () o T,dA=1= A (F)-1,ds
A s

7(?)5 gostota elektricnega toka [A/m?]

I=celoten elektricni tok [A]

H (¥)=magnetna poljska jakost [A/m)]
Stokesov izrek

gﬁ ﬁ(?)~fsds=_£f (rot H(F))-1 dA

y=specificna prevodnost [A/Vm]|

(_l:) _j(F)prevodni:yE(F)

I

J(F)=7J(7)

prevodni I konvektivni

C
oD(F)™ ], _dQ
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Zapis Amperejevega zakona v integralni obliki (seStevanje) je sicer
preprosto razumljiv, ampak neroden. Za njegov opis potrebujemo neko
sklenjeno krivuljo s in neko ploskev A , ki nista del naloge niti nujno
nista majhni. S pomocjo Stokesovega izreka iz matematike pretvorimo
Ampérejev zakon v diferencialno obliko ot H (F)=J (F)yum -

Amperejev zakon (Maxwellova razsiritev) vkljuCuje vse elektricne
tokove: prevodni tok 1.4 Vv kovinah, konvektivni tok nosilcev elektrine v
povsem praznem prostoru Iy, mexivmi i poljski tok I, =dQ/dt kot
prirastek elektricnega pretoka v enoti Casa. Gostoto poljskega toka

oD(F)/ot obicajno zapiemo posebej. Oznako J(7) obicajno
uporabljamo za gostoto prevodnega elektricnega toka, saj konvektivni tok v
marsikateri prakti¢ni nalogi ne nastopa.

Znotraj prevodnika je gostota prevodnega elektricnega toka 7(?)

povezana z elektricno poljsko jakostjo E ('r’) preko specificne prevodnosti
snovi Y , vendar te povezave pogosto ne zapisujemo.

Michael Faraday je leta 1831 odkril, da sprememba celotnega



magnetnega pretoka d®/dt=—U. inducira v Zini zanki napetost.
Inducirana napetost je integral elektricne poljske jakosti po sklenjeni krivulji
zanke s . Celoten magnetni pretok je vsota (integral) gostote magnetnega
pretoka B(7) po poljubni ploskvi A , ki je napeta na sklenjeno krivuljo
zanke:

Faradayev zakon Faradayev zakon v integralni obliki
E(F) T ds=—93P__ 0 ([B(7
43 (F)Lods=—"7"= atf! (F)-1,dA

B(F)=gostota magnetnega pretoka [Vs/m’]
®=celoten magnetni pretok [Vs]
E(7)=elektricna poljska jakost [V/m)]

Stokesov izrek
43 E(‘r’)-fsdszﬂ (rotE(7))-1,dA
s A

w= permeabilnost [Vs/Am] Magnetno polje nima izvorov
B(7)=uH(F) S5
div[rotE(F)}ZOZdivl—% > divB(F)=0

Zapis Faradayevega zakona v integralni obliki (seStevanje) je sicer
preprosto razumljiv, ampak neroden. Za njegov opis potrebujemo neko
sklenjeno krivuljo s in neko ploskev A , ki nista del naloge niti nujno
nista majhni. S pomocjo Stokesovega izreka iz matematike pretvorimo

Faradayev zakon v diferencialno obliko rot E(F)=—8 B(F)/dt .

Pri opisani obravnavi Maxwellovih enacb v elektrodinamiki privzamemo
poenostavitev, da se krivulje s , ploskve A in prostornine V s asom
ne spreminjajo, premikajo oziroma vrtijo. Prav tako privzamemo, da je odziv
snovi linearen in so lastnosti snovi dielektriCnost € , prevodnost ¥ in
permeabilnost W preproste (skalarne) konstante. Taka snov je torej
homogena, da lastnosti snovi niso odvisne od poloZaja 7 , in izotropna, da
lastnosti snovi niso tenzoriji.



Ce izratunamo izvornost div() Faradayevega zakona, ugotovimo, da
gostota magnetnega pretoka B(F) vsaj v dinamiki 0/0t#0 nima
izvorov. Magnetnih nabojev ali magnetin kljub vsemu iskanju do danes fiziki
niso nasli. Poseben zapis Gaussovega zakona za magnetno polje v
elektrodinamiki 0/0t+#0 torej sploh ni potreben.

Relativistika sicer nikjer ne zahteva vrtinéenja. Ampere in Faraday
mogoce danes izgledata starokopitna? Kljub odsotnosti magnetnih nabojev je
obravnava z vrtinCenjem dobrodosla v razliénih naravnih snoveh
(feromagnetiki) in v umetno izdelanih, uporabnih napravah (zi¢ne zanke,
tuljave). Smeri oziroma predznake magnetnih velicin  H(7) , B(¥) in

® smemo poljubno izbrati, na primer z izbiro desnosucnega koordinatnega
sistema. Edina resnicna fizikalna danost je, da imata Ampere in Faraday

razlicna predznakal!

Ce izraéunamo izvornost div() Ampérejevega zakona, pridemo do
pomembne povezave med gostoto elektriénega toka 7(?) in prostorsko
gostoto elektrine p(7) . V izvorih toka se zaéne pojavljati primanjkljaj
elektrine, v ponorih toka pa se zacne pojavljati viSek elektrine. Opisano
fizikalno zakonitost imenujemo zveznost (kontinuitetna enacba) toka in
elektrine.

Ce sestejemo gostoto elektri¢nega toka 7(?) v celoten elektricni tok
I in prostorsko gostoto elektrine p(7) v celotno elektrino Q , lahko
zveznost toka in elektrine opiSemo Se bolj enostavno s skalarno enacbo.
Preprost zgled sta dve sicer izolirani kovinski elektrodi, ki ju povezemo s
prevodno Zico. Tok v zici I je enak ¢asovnemu prirastku elektrine
dQ,/dt na eni elektrodi in primanjkljaju elektrine —dQ,/dt na drugi
elektrodi:



Zveznost toka in elektrine JIf div3(7)av =1

m— dQ
Ampére: rotH(7)=J(F)+ /div() - dt
ot J‘ﬂ*@%(tr)dvzczj?
diV[rotFI(?)]=0=diV7(F)+%divf)('r’) Y
Elektroda #1

Gauss: p(F)=divD(7)

0=div7(F)+a%(tr)

Elektroda#?2 —@:I:@
dt dt

Definicija napetosti

U =elektri¢na napetost [V]

S U:.f E(F)'l_;ldsl:jé(?)'l_;zdsz

gﬁ E(F)'deSZOZH(rotE(F))-fndA > 1 -(rot E(¥))=0

S1+S A
1 2

V elektrotehnicnih nalogah pogosto uporabljamo velicino elektricno
napetost U . Napetost med dvema tockama je integral elektricne poljske
jakosti E(7) po krivulji s , ki povezuje obe tocki. V elektrodinamiki
definicija napetosti ni vedno smiselna. V marsikateri nalogi elektrodinamike
napetost U sploh ne obstaja, ker integracija po razli¢nih poteh daje
razliCne rezultate.

Strogo misSljeno napetost U obstaja samo takrat, ko daje integracija
po katerikoli poti enak rezultat. Integracija po katerikoli sklenjeni poti mora
dati rezultat ni¢, kar strogo zahteva rot E(F)=0 .V marsikateri nalogi se
sprijaznimo z definicijo napetosti U v izbrani ravnini in takrat zadosca

milej&i pogoj 1.-(rot E(7))=0 .

V predlagani vektorski in diferencialni obliki lahko zapiSemo Maxwellove
enacbe na Stevilne razlicne nacine. Ko so vse elektricne in magnetne velicine
funkcije istega polozaja (F) , lahko to v vseh enacbah izpustimo. Preprosta
linearna, homogena in izotropna snov nam omogoca, da iz enacb izlo¢imo
gostote pretokov. Koncno v frekvenénem prostoru postanejo vse elektricne
veliCine kazalci, Casovne odvode pa nadomesti j :



Valovna enacba

Casovni prostor Snov Poljske jakosti Odvodi  Frekvencni prostor
> = oD D=¢E > = @ a—:joo (1) rotH=J+jweE

(1) rot H=J+2= By il (1) otH=J+e—= g 2) rotEZ;)j(oMH
= B > GFI ivE=1

2) rotE=-22 @) roE=—nl (3) divE=E
o _'_ . —>_p

(3) divD=p (3) divE=¢

rot(rotE):—jwurotI:IZ—jmu(j+j(neE):—jmujﬂuzueﬁ

rot(rotE):grad(divE)—AEzi—gradp—AE Valovna enacba za E

A]_z;+w2ue]§:jwu7+%gradp
rot (rot H)=rot J+ jw erot E=rot J +w’w € H

rot (rot l)=grad (div H)—-AH=—-AH Valovna enacba za H

Aﬁ+w2ueﬁ=—rot7

S pomocjo Maxwellovih enacb skusamo resiti preprosto elektrotehnicno
nalogo: kaksni sta polji E oziroma H , &e poznamo izvore, torej vse
tokove J in vse elektrine P ? Valovno enacbo za elektri¢no polie E
dobimo tako, da drugo Maxwellovo ena¢bo (Faraday) odvajamo z rot()
Dobljeni rotH nato zamenjamo po prvi Maxwellovi enacbi (Ampére).
Kon&no pretvorimo  rot(rot E) v (vektorski) Laplace A E in manjkajoci

divE nadomestimo s tretjo Maxwellovo enacbo (Gauss).

Valovno enacbo za magnetno polje H dobimo na podoben nacin.
Najprej odvajamo Ampere z rot() . Dobljeni rot E nato zamenjamo po
Faradayu. Koncno pretvorimo rot(rotﬁ ) v (vektorski) Laplace AH , saj
je divH=0 vedno nic.

Obe valovni enatbiza E in H imata isto pomanijkljivost: na izvore
na desni strani, tokove J in elektrine P delujejo diferencialne operacije,
ki jih je obi¢ajno tezko izraCunati zaradi singularnosti. Racunanije elektricnega
in magnetnega polja neposredno preko Maxwellovih enacb iz tokov in elektrin
ni najbolj ugodna pot. Obe valovni enacbiza E in H seveda s pridom



uporabljamo v tistih delih prostora, kjer izvorov ni in je desna stran valovnih

enacb enaka nic.

Koncno v elektrotehni¢nih nalogah pogosto naletimo na primere, ko
imamo v isti nalogi vec razlicnih snovi. Vsaka snov sama zase je preprosta,
torej linearna, homogena in izotropna. Meja dveh razlicnih snovi predstavlja
singularnost, kjer ne smemo uporabljati Maxwellovih enacb v diferencialni
obliki. Mejo dveh razlicnih snovi zato opiSemo s prestopnimi pogoji povsem
enako kot pri osnovah elektrotehnike:

Mejni pogoji

Snov#?2
€,
W,

—

o=ploskovna elektrina [As/m?]

K =ploskovni tok [A/m]

Tangencialno komponento izlusci vektorski produkt z normalo, normalno
komponento pa skalarni produkt z normalo. Tangencialna komponenta E
in normalna komponenta B vedno prestopata zvezno. Normalna
komponenta D lahko ima skok, ki ustreza ploskovni elektrini O |, ki je
nabrana na meji dveh snovi. Ploskovni tok K na meji dveh snovi povzrodi

skok tangencialne komponente

H



