9. Vektorski potencial

ReSevanje preproste elektrotehni¢ne naloge: kaksni sta polji E(F)
oziroma H(7) , e poznamo izvore, torej vse tokove J(F) in vse

elektrine p(7) , vodi v dve komplicirani, vektorski diferencialni valovni
enacbi drugega reda. Kompliciran racun skusamo poenostaviti z uvedbo novih
vmeshih spremenljivk, ki jih imenujemo potenciali.

Racun je najpreprostejsi v elektrostatiki 0/0t=0 oziroma w=0 .
Takrat je vrtinéenje elektri¢nega polja zagotovo enako ni¢  rot E (F)=0 . Ce
je vrtinCenje vektorskega polja enako nic, lahko takSno polje zapiSemo kot
smerni odvod neke skalarne veli¢ine. Izbrano skalarno funkcijo V (7)
imenujemo kar potencial v elektrostatiki:

E(F)=—gradV (7)

div E=
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> div(gradV]|=AV=—

Zal sta takden potencial V (7) in pripadajoca diferencialna ena¢ba
skoraj neuporabna v elektrodinamiki, kjer velja w#0 oziroma rotE#0 .

Podoben skalarni potencial Vm(F) lahko uvedemo v magnetostatiki.
rot H(7)=0 zahteva statiko 6/0t=0 oziroma ®=0 in hkrati $e
odsotnost tokov 7(?)20 vsaj v tistem delu prostora, kjer uporabljamo
Vm(?) . Skalarni magnetni potencial Vm('f) tedaj doloca enacba:

H(?)=—gradV, (F)
divA=0 » div(gradV,|=AV,=0

Zal sta takden potencial V. (7) in pripadajoca diferencialna enacba
skoraj neuporabna tam, kier je  J(¥)#0 oziroma v elektrodinamiki, kjer
velia w#0 oziroma joD#0 .

Gostota elektricnega toka J(7) je vektorska veli¢ina. Njenega ucinka
zato ne moremo opisati z neko vmesno skalarno veli¢ino, saj skalarna



funkcija vsebuje trikrat manj podatkov od vektorske funkcije. Smiselna izbira
bo v tem primeru neka vmesna vektorska veli€ina. Vektorski potencial

A(‘r’) je definiral ze James Clerk Maxwell kot:

B(7¥)=rotA(¥) oziroma H(F)z%rot?\(‘r’)
Nova veli¢ina vektorski potencial A(7) ima mersko enoto
[Vs/m] . Pripadajoce elektri¢no polje E(7) dobimo iz Faradayevega
zakona. Elektricnemu polju smemo dodati poljuben smerni odvod, na primer
—grad V(F) , saj je vrtinéenje slednjega vedno enako ni¢:

roth—waZ—jwrotﬁ -> rot(E+ij):O
E(F)=—jwA(F)—gradV (7)

Polii E(7) in H(F) torejratunamo preko vmesnih velicin,
vektorskega potenciala A(7) in skalarnega potenciala V(7) v poljubni
nalogi elektrodinamike, kjer velja w#0 , J(7¥)#0 oziroma p(7)#0 .
Pri tem smo skalarni potencial V (¥) izbrali tako, da je ¢&im bolj podoben
tistemu iz elektrostatike. Za oba potenciala A(7) in V(F) moramo
seveda poiskati tone valovne enacbe v elektrodinamiki.

Valovno enacbo za vektorski potencial A(7) dobimo iz Ampérejevega
zakona:

rotﬁzrot(érotA):7+jwEE:7+wzeA—jmegradV

rot(rotA):grad(div A)—AA
AZ\+u)2u(—:Z\:—M7+grad(jww—:V+diVZ\)

V vsem dosedanjem izvajanju je bilo dolo¢eno samo vrtincenje
vektorskega potenciala rot A . Izvornost vektorskega potenciala divA je
zaenkrat poljubna, saj je popolnoma neodvisna od vrtincenja.

Izvornost vektorskega potenciala div A lahko izberemo na razli¢ne
nacine. Najbolj preprosta izgleda na prvi pogled Columbova izbira
div A=0 (anglesko: Columb gauge). Valovno enacbo za vektorski



potencial najbolj poenostavi Lorentzova izbira jwueV+div A=0
(anglesko: Lorentz gauge):

AA(F)+w’ueA(F)=—ui(F)
Z Lorentzovo izbiro je vektorski potencial A(F) je odvisen samo od
gostote elektricnega toka 7(?’) ter ni odvisen od prostorske elektrine
p(7) . Iz Gaussovega zakona dobimo e valovno enacbo za skalarni
potencial V (¥)

div E=R=div(—joA—grad V)=—w’ueV-AV

AV(F)+(02M€V(F)=— p(e_f)

Skalarni potencial V (7) je z Lorentzovo izbiro odvisen samo od
prostorske elektrine p(?) ter ni odvisen od gostote elektricnega toka
J(7) . Ceprav ima skalarni potencial V (¥) mersko enoto [V] , ni

neposredno povezan z elektricno napetostjo U , saj je slednja lahko
definirana na razlicne nacine oziroma v marsikateri nalogi elektrodinamike
sploh ne obstaja.

Lorentzova izbira omogo¢a, da lepo lo¢imo ucinka elektrine p(7) in
toka J(F) .Elektrina p(7) je skalarna veli¢ina in poganja skalarni
potencial V(F) . Tok 7(?) je vektorska velicina in poganja vektorski
potencial A(7) . Pri tem ne smemo pozabiti, da sta tok J(7) in elektrina

p(7) povezana z zahtevo za zveznost jwp(¥)+div J(7)=0
(kontinuitetna enacba).

Konstanta ’we nastopa v vseh valovnih enatbah za E(7) ,
H(¥) , A(F¥) oziroma V(F) . Konstanto lahko izrazimo na razli¢ne
nacine vkljuéno s hitrostjo valovanja 1/vme=v|[m/s] :

2

w'ue=L=k* 3 k=L=wvm
AV 1%

. .. rd
=valovno Sstevilo l—]
m

Valovno Stevilo k pove, kako hitro se faza spreminja z razdaljo v
prostoru. V praznem prostoru seveda velja €=€ , Y=Yy , k=k, in

8 . v . . Vi
v=c,~3-10"m/s . Z valovnim Stevilom k obe valovni enacbi za



potenciala preprosto zapiSemo v frekvenénem prostoru:

- -

AA(F)+KA(F)=—uJ (F)

—
—

AV (F)eicv (7)=—PU

Najprej poskusimo poiskati resitev za skalarno enacbo za V(7 ) , saj
je preprostejsa od vektorske enacbe za A(7) . Najbolj preprost primer je
ena sama tockasta elektrina Q v koordinatnem izhodisCu. TaksSna elektrina
predstavlja singularnost, zato jo omejimo s kroglico s polmerom r, :

Tockasta elektrina Zunaj kroglice p(r>r,)=0 > AV+k’V=0

A Ugibamo resitev V(r,@,d)):%ejkr

AV+IV=-E « fJf v’

[If avavef[fievav=[ff ~Eav'=-2

[[[ avav'=[[[ div(gradV)av'=§p grad V-1 dA'=grad V-1 4mri=—4m C(1+ jkr,)e ™"
\’A V' A

re20 —4nC(1+jkr)e ™ >—4nC —4nc:_%

If kQVdV’ZJ.kZEe*jk%nrzdr-)O c=-9 V(r,@,d))zLefﬂ‘r
v’ o T 4mer

Zunaj kroglice r>r, ni elektrin niti singularnosti. Zunaj kroglice
reSujemo poenostavljeno valovno enacbo brez izvorov. ReSitev za
V(F)=V(r,®,d) ugibamo v krogelnih koordinatah. V elektrostatiki je
potencial tockaste elektrine to¢no obratno sorazmeren razdalji 1/r .V
elektrodinamiki sklepamo, da bo potencial V(¥ ,t) zakasnjen ucinek
elektrine Q(t')=Q(t—r/v) .V frekvenénem prostoru pomeni opisana
zakasnitev fazni zasuk ¢@=—kr , kjer minus pomeni zaostajanje faze.



Diferencialna enacba drugega reda zahteva dve neodvisni resitvi, v
opisanem primeru s &lenoma e in e .Clen ™" fizikalno ni
smiseln, ker je potencial V(F) posledica elektrine Q , torej sme biti
kve&jemu zakasnjen. Fizikalno torej zado$¢a reditev e ™ in ena sama
pripadajoca konstanta C .

V notranjosti kroglice r<r, smemo poskusiti z enako resitvijo za
potencial V (F) , &eprav elektrina p(7) tam ne bo prav povsod enaka
ni¢. Cesar v notranjosti kroglice ne znamo narediti, v singularnosti v
koordinatnem izhodiSCu ne znamo izraCunati diferencialnih operacij gradV
niti AV . Valovno enacbo zato integriramo po celotni prostornini V'
kroglice.

Izratun AV =div(gradV) v singularnosti v koordinatnem izhodié¢u
zaobidemo tako, da integral po prostornini V' kroglice pretvorimo s
pomocjo Gaussovega izreka oziroma definicije izvornosti v integral po povrsini
kroglice A’ , kjer ni singularnosti in znamo izraCunati gradV . Sam
potencial V' smemo integrirati po celotni prostornini kroglice singularnosti
navkljub, saj je vrednost integrala omejena in gre proti ni¢, ¢e kroglico
manjsSamo v ni¢, r,=0 .

V opisani nalogi opazimo, da nam primanjkuje razlicnih ¢rk! Crko V
uporabljamo tako za potencial kot za prostornino kroglice, zato slednjo
ozna¢imoz V' .Crko A uporabljamo tako za vektorski potencial A
kot za povrsSino, zato slednjo oznaCimoz A’ . Koncno, ¢rko P
uporabljamo tako za gostoto elektrine kot za valjno koordinato, ki v opisani
nalogi na sreco ne nastopa.

Integracija desne strani valovne enacbe je preprosta, sestejemo vse
elektrine znotraj kroglice. Za eno samo tockasto elektrino Q v
koordinatnem izhodis¢u dobimo —Q/e . Z manjSanjem kroglice v ni¢

ro=>0 dobimo iskano konstanto C=Q/(4me) . Reitev valovne enacbe

za skalarni potencial ene same tockaste elektrine Q v koordinatnem
izhodisCu se torej glasi:

V()= 43‘?(—:1‘ e

Opisano resitev valovne enacbe lahko takoj posploSimo za elektrino



Q na poljubnih koordinatah 7' tako, da prestavimo izhodis¢e
koordinatnega sistema. Razdaljo r tedaj nadomesti izraz

Ker je valovna enacba linearna, je vsota veljavnih reSitev prav tako
reSitev iste enacbe. Izraz za potencial ene tockaste elektrine smemo torej
razsiriti na vsoto potencialov vec tockastih elektrin Q, , Q, , Q5 .. na

pripadajocih koordinatah 7, , 1, , T5 ...

Koncno lahko vsoto tockastih elektrin Q, , Q, , Q; ... prevedemo
na integral prostorske elektrine p(7') :

SploSen polozaj elektrine Vec elektrin

Valovno enacbo za vektorski potencial A(7) razstavimo na
komponente v kartezicnem koordinatnem sistemu (x, y,z) . Konstantni

smerni vektorji slednjega omogocajo preprosto razstavljanje Laplaceja
vektorske funkcije A A(F) . Dobimo tri skalarne valovne enacbe:
AA(F)+KA(F)=—nJ (F)

AA(F)+K*A,(F)=—uJ (7)



AA(F)+K°A,(F)=—uJ,(F)

Matemati¢no povsem enakovredno skalarno valovno enatbo za V (7)
smo Ze resili. Torej uporabimo isti postopek reSevanja tudi za tri skalarne

-

enacbe za komponente vektorskega potenciala A7), Ay(r) in
AZ(F) . Dobimo tri obrazce za izraun komponent:

—Jklr 7|

e || R

== dV'

Vse tri reSitve lahko preprosto zdruzimo v vektorski zapis, ki velja v
poljubnem (tudi krivo¢rtnem) koordinatnem sistemu:

—Jklr 7|

A(F)= 4ﬁfﬂ]? TV

Iz obrazca za izradun vektorskega potenciala A(F) je razvidno, da
ima slednji isto smer kot tok J(7) , ki ga poganja. Informacija o smeri
gibanja elektrin se torej neposredno prenasa v vektorski potencial. Koncni
obrazec za izraCun vektorskega potenciala A('r’) je silno podoben obrazcu
za izratun skalarnega potenciala V (7) :

—Jlr 7

o) v

Oba gornja obrazca imata skupno ime: obrazca za zakasnjena
potenciala (anglesko: retarded potentials). Ime zakasnjena potenciala izvira iz
strogega uposStevanja zakasnitve ucinka izvora v tocki opazovanja potenciala,
kar zahteva relativistika.

Wl

4J'|:€

Med valovnima enacbama za vektorski in skalarni potencial ter
obrazcema za izraCun vektorskega in skalarnega potenciala je nekaj



pomembnih razlik. Valovni enacbi veljata v poljubni tocki prostora s
koordinatami 7 .Izvora J(¥) in p(F) imata iste koordinate kot
potenciala A(7) in V(F) v valovnih enatbah. Resitev diferencialne

valovne enacbe ni samoumevna. Diferencialna enacba naleti na tezave ob
singularnostih.

Obrazca za izraCun vektorskega in skalarnega potenciala uporabljata
dvoje razlicnih koordinat. Koordinate izvorov 7' so oznacene s Crtico kot
tudi pripadajoca prostornina V' in podobno. Koordinate izraCunanih
potencialov so oznacene brez ¢rtic ¥ . Koordinate izvorov r' so pri tem
popolnoma neodvisne od koordinat potencialov 7 . Pri odvajanju ali
integriranju moramo zato paziti, s katerimi koordinatami racunamo: s
polozajem virov 7' ali s polozajem ucinkov (potencialov) 7 ?

Integriranje je samoumevno sestevanje ucinkov vec izvorov.
Integriranje je zelo odporno na singularnosti. Integracijo gostote elektrine
p(7) zlahka prevedemo na vsoto to¢kastih elektrin  Q; . Prostorsko
integracijo gostote elektricnega toka J () zlahka prevedemo na eno-

dimenzijsko integracijo vzdolz Zice, ki vodi tok I .

Obrazca za zakasnjena potenciala A(7) in V(F) ne vsebujeta
vrtinéenja. Do to¢nega elektri¢nega polja E(7) torej lahko pridemo v
elektrodinamiki brez magnetnih veliCin in brez pravila desnega vijaka! V
obrazcu za izralun elektri¢nega polja  E(F) iz potencialov A(F) in

V(F) :

-

E(F)=—jwA(7F)—grad V (7)
nastopajo samo Se koordinate tocke 7 , kjer v isti tocki prostora hkrati

opazujemo oba potenciala in polje. Smerni odvod v gornjem obrazcu za
E(7) torej ratunamo po koordinatah 7 !
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