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10. Poyntingov izrek

Vektorski potencial A(F) in skalarni potencial V(F) sta uporabno

matematicno orodje za reSevanje elektrotehnicnih nalog. Ime potencial sicer
namiguje na normirano energijo v prostoru. Taksna fizikalna utemeljitev je
smiselna, saj sta oba potenciala tesno povezana z energijo premikajocih in
mirujoCih elektrin.

V elektrostatiki (=0 doloCata energijo mirujoCih elektrin v prostoru
elektriCna poljska jakost E( ) in gostota elektricnega pretoka D( ) :

Skalarni produkt 1/2E(7)-D(7) doloca gostoto elektricne energije v
poljubni toCki prostora. Celotno elektricno energijo dobimo tako, da gostoto
energije sestejemo (integriramo) povsod tam, kjer je polje E( ) 0
razlicno od nic:

ElektriCha energija w.=L [[| E(F)DB(7)dv'=Lou=Lcu?
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Z uvedbo skalarnega potenciala V (7) lahko celotno elektridno
energijo izraCunamo tudi na drugacen nacin. Pri izpeljavi uporabimo
poenostavljeno valovno enatbo AV =—p/e zastatiko w=0 . Hkrati
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moramo privzeti, da je skalarni potencial v neskoncnosti V(oo):O enak

ni€. Sestevamo (integriramo) le tam, kjer je gostota prostorske elektrine
p(7)#0 razliéna od nig. Izradun se $e dodatno poenostavi, e poznamo

potenciale elektrod V; in pripadajoce elektrine na njih Q, . Zal

poenostavljen raCun ne pove, kje se dejansko nahaja elektriCna energija v
prostoru.

V magnetostatiki w=0 dolo¢ata energijo magnetna poljska jakost
H(F) in gostota magnetnega pretoka B(7) . Skalarni produkt
1/2H(7)-B(¥) dologa gostoto magnetne energije v poljubni tocki
prostora. Celotno magnetno energijo dobimo tako, da gostoto energije
sestejemo (integriramo) povsod tam, kjer je polie H (7)#0 razliéno od nic.

Z uvedbo vektorskega potenciala A (F) lahko celotno magnetno
energijo izraCunamo tudi na drugacen nacin. Pri izpeljavi uporabimo
poenostavljen Ampeérejev zakon ot H=J zastatiko ®=0 .Hkrati
moramo privzeti, da je vektorski potencial v neskoncnosti A (oo):O enak
ni¢. Sestevamo (integriramo) le tam, kjer je gostota elektricnega toka

j(?)#O razli¢na od ni¢. Zal poenostavljen radun ne pove, kje se dejansko
nahaja magnetna energija v prostoru.

V elektricnih vezjih sposobnost hranjenja elektriCne energije opisuje
kapacitivnost C kondenzatorjev. Sposobnost hranjenja magnetne energije
opisujeta lastna induktivhost L in medsebojna induktivhost M tuljav.
Podobno kot skalarni potencial V(F) pomaga dolociti kapacitivhost C
kondenzatorjev, lahko vektorski potencial Z\('r’) pomaga dolociti lastno
induktivhost I, oziroma medsebojno induktivnost M tuljav.

Pri dolo€anju medsebojne induktivhosti M izraCunamo celoten
magnetni pretok @ s seStevanjem gostote magnetnega pretoka B, skozi

presek A, izbrane tuljave oziroma Zi¢ne zanke. Sestevanje 1*31:r0t,7\1
po preseku tuljave prevedemo s pomocjo Stokesovega izreka oziroma
definicije vrtinCenja na krivuljni integral vektorskega potenciala Al po
sklenjeni zanki.

-

Sam vektorski potencial A, izraCunamo s pomocjo obrazca za

zakasnjeni potencial. Ker je medsebojna induktivnost M definirana samo
za nizke frekvence oziroma statiko w=0 , kjer so zakasnitve v prostoru
nepomembne, zaostajanja faze ni treba upostevati. Oba raCuna lahko
zdruzimo v skupni izraz za medsebojno induktivnost, kjer magnetne veliCine
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niti vektorski produkt sploh ne nastopajo:

Medsebojna induktivnost
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Medsebojna induktivnost sicer lahko ima oba predznaka glede na izbiro
prikljuckov obeh tuljav oziroma referencnih oznak tokov. Povsem jasno pa
predznak medsebojne induktivnosti ne sme biti odvisen od izbire
desnorocnega ali levoroCnega koordinatnega sistema niti od izbire predznaka
magnetnih veliCin v Maxwellovih enacCbah.

Racun medsebojne induktivnosti preko vektorskega potenciala dodatno
znizuje red naloge. IzraCun gostote magnetnega pretoka El prve zanke je
eno-dimenzijski integral, seStevanje ]_3‘1 po preseku A, druge zanke je
dvo-dimenzijski integral, skupaj torej integracija v treh dimenzijah.

|zracun vektorskega potenciala Al prve zanke je eno-dimenzijski
integral, seStevanje Al po krivulji S, druge zanke je eno-dimenzijski
integral. Skupaj torej integracija v dveh dimenzijah oziroma ena dimenzija
manj glede na racun preko El , kar pri Stevilskem reSevanju nalog sploh ni
zanemarljivo!

Kot zgled je prikazan izracun medsebojne induktivnhosti med zelo dolgim
vodnikom v osi z in pravokotno Zi¢no zanko s stranicama a in b na
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oddaljenosti d od dolgega vodnika. Pri izracunu vektorskega potenciala
A, naletimo na tezavo, slednji postane neskoncno velik za neskoncno dolg

vodnik. Vektorski potencial A, zato izraCunamo za zelo dolg vodnik dolzine
2h , kjer velia h>p v podrodju pravokotne zanke.

-

Vektorski potencial A, (p) je v bliznji okolici zanke odvisen samo od

P . Vse ostalo zdruzimo v eno veliko konstanto C , kiniodvisnaod P v
podro¢ju zanke. Konstanta C se pri integraciji vzdolz stranic b natan¢no
odsteje. Integracija vzdolz stranic a ne daje nobenega rezultata, saj sta
vektorja v skalarnem produktu pravokotna med sabo. Koncni rezultat je
seveda popolnoma enak tistemu iz osnov elektrotehnike z neposrednim

izraCunom B, in njegovo integracijo po povrsSini zanke.

V elektrodinamiki imamo obiCajno prisotni obe vrsti energije: elektricno
energijo W, mirujocih elektrin in magnetno energijo W, premikajocih
elektrin. Povrhu se lahko energija v elektrodinamiki s Casom spreminja
oziroma potuje po prostoru. IzraCun odvoda skupne energije po Casu

dW /dt je opisal Maxwellov u¢enec John Henry Poynting leta 1884:

Poyntingov izrek W:We+wm:%f{fﬁ-f)d\/+%fg H-Bdv
dd_”tvzg[gf{f BBav|+-2 éwﬁ.édv]
D oty %{%E-D}:E-@:E.mm—m

;:—rotE %[%H-TS]:H @z—ﬁl rot E

W _[ff E-rotitav—[[ B3 dv —[[f FrrotEav
\4 % %

—d(x]:f_ﬁ(E-rotﬁ—ﬁ'FOtE)dV—fff EJdv=—[[[ div(Ex@)dv-p P=[[[ E-Jdv
1% v Y ”

——=—p(ExH)1,dA-[[[ E-Tdv=—4p S-1,dA-P S=ExH
A

V izbrani prostornini V' se skupna energija W , shranjenav
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kondenzatorjih kot W, invtuljavah kot W, , zmanjSuje iz dveh razlogov.
Prvi¢, energija W lahko odteka (ali priteka) skozi sklenjeno ploskev A
ki oklepa izbrano prostornino V' . Drugi€, energija W se lahko pretvarja v
toploto kot mo¢ P nauporih R znotraj prostornine V .

Gostoto pretoka moci skozi izbrano ploskev A opisuje Poyntingov
vektor S=Ex [ , kiima mersko enoto [W/m’] . Poyntingov vektor
odgovori na vprasanje, kje sploh potuje energija po prostoru? V primeru
trakastega dvovoda imamo od nic€ razli¢ni elektricno poljsko jakost E in

magnetno poljsko jakost H v praznem prostoru med trakovoma. Moc torej
ne potuje po kovinskih trakovih, pac pa po vmesnem prostoru:

~
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Prenos modi

Ce namestimo dve tak3ni napravi eno nad drugo: dva enaka vira, dva
enaka trakasta dvovoda in dve enaki bremeni, hitro ugotovimo, da sta srednja
vodnika povsem odvec. Elektriéni tok po teh dveh sicer teCe, ampak v
nasprotnih smereh, da je vsota enaka ni¢. Ce oba srednja vodnika izlogimo in
zaporedno vezemo vira na eni strani ter bremeni na drugi strani, se pretok
elektricne moci prav ni€ ne spremeni.

Ce izradunamo elektriéno polje E in magnetno polje H v okolici
valjastega upora, lahko ugotovimo, kako elektricha moc¢ vstopa v upor.
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Elektricna mocC vstopa v upor bo¢no v smeri —1 iz praznega prostora.

Elektricni tok teCe skozi upor skozi prikljucka v osi v smeri —IZ , torej
pravokotno na pretok moci!

V frekvenCnem prostoru upoStevamo, dasta E in H Kkazalcain sta

obi¢ajno navedena z vrSnimi vrednostmi, ko ni izrecno drugace oznaceno.
Medsebojni fazni kot dobimo preko konjugirano-kompleksne vrednosti

magnetne poljske jakosti H* . Poyntingov vektor je tedaj kompleksen:

-

S==EXH*=EXH,*

I\J|H

Podobno kot pri kompleksni mo¢i P=U1*/2 predstavlja realni del
Poyntingovega vektorja Re[g} gostoto delovne modi. Imaginarni del
Poyntingovega vektorja Im[g} predstavlja gostoto jalove moc€i oziroma je
merilo za energijo, ki niha v prostoru.

Poyntingov vektor S je popolnoma definiran tudi takrat, ko smeri

vektorjev E in H sploh ne poznamo natan¢no. Primer je sonCna
svetloba, ki je nepolarizirano valovanje v dokaj Sirokem frekvenénem spektru.
Ne poznamo niti to€ne frekvence niti smeri vektorjev E in H sonéne
svetlobe.

V neposredni blizini Zemlje znasa Poyntingov vektor soncne svetlobe
S ~ 1 1400 W/m’ izven ozradja v vesolju, kjer smernik lr kaze pro¢ od
Sonca. OzraCJe vpue in odbije nekaj soncne svetlobe, da povrsino Zemlje
doseze komaj S ~ 1 1000W/m° ob lepem jasnem dnevu. Vsa ta

elektriéna mo¢ prepotuje razdaljo skoraj r=150-10°km od Sonca do
Zemlje po povsem praznem prostoru, brez kakrsnihkoli kovinskih vodnikov.

Poyntingov vektor S je od vseh opisanih fizikalnih veli€in tista, ki nam
najbolj nazorno opisuje dogajanje v elektricni napravi. Poyntingov vektor S
tudi preprosto merimo, na primer preko koli€ine toplote, ki se razvija v ¢rnem
telesu. Podobno kot elektricna mo€ P niti Poyntingov vektor S ne nosi
informacije o fazi, frekvenci, spektru ali polarizaciji elektromagnetnega polja.
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